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Tudomdny-egyetemi hallgatéim szémdra, bevezet§ el6addsaim-
hoz emlékeztetGiil és némi részben kiegészitdiil irtam ezeket.

Amaz elGaddsaim szerzésében az alkalmazdsok czéljdra legsziik-
ségesebb kozbotlen mathematikai tanok rendszeres osszefoglaldsdra
torekedtem. Azonban az irodalom készletében lévket majd az al-
kalmazdsolk, majd a rendszeresség szempontjihol helyenként hignyo-
saknak tapasztaltam, s a hifnyokat pétolni iparkodtam. Ily iigye-
kezetem némely nyomdnak a megjeldlése végett utalok a kivetkezd
czikkekre: A potentialis egyenletek* (XXI.), a mely az ismertek-
nél részben tdgabb foltételek alatt dllapitja meg azegyenletek léte-
#ését és megolddsdt; ,Az dltaliban folytonos fiiggvény geometriai
integralisn® (XXV.), a mely az egyes geometriai helyekben végte-
len fiiggvény integralisinak a szokottndl kozbotlenebb definitidjdt
adja és tdrgyalja; ,Tér-integralisok Gauss-, Green- és Kircunors-féle
reduetiéja® (XXVIIL), a mely ezeket a reducti6kat mint speciali-
sokat kovetkezteti, el6bb a megfelel§ dltalinos reduetiét dllapitvdn
meg ; a mdsodik rész, vagyis ,Az egyszer(i inaequatik tana“, nem
tekintve néhdny el6bbi kézleményemet, egészen fijnak mondhatd,
— ide csatoltam, mert az elméleti mechanika természethii tdrgya-
lisdhoz sziitkséges.

Tekintettel ez és egyéb el6fordulé pétlisokra, Ggy véltem,
hogy az egész szerkesztmény helyt foglalhat egy tudomdny-miiveld
folyGiratban is, és, miutdén az Erdélyi Mazeum-egylet természettudo-
minyi Szakosztdlya a maga Ertesit6jébe valé folvételét elhatdrozta,
kiilon lenyomatok révén is kozre boesstom.



IV VECTORTAN.

De ezennel red mutatok néhdny szandékosan elkovetett mu-
lasztdsomra is. MellGztem némely, jéllehet mdr-mdr szintén nagyon
elterjedt, elnevezéseket, valamint symbolicus alkalmazisukat. Tiyenek
a kovetkezdk : a hely derivdlhaté sealaris figgvényének a agradiense®,
a mi a scalaris fiiggvénynyel mint potentialissal meghatdrozott vee-
tort jelenti; a hely derivdlhaté vector-fiiggvényének a ,rotatiGja®, a
mi a vector-fiigggvénynyel, mint vector-potentialissal, meghatdrozott
veetort jelenti; a hely derivilhaté vector-figgvényének a ,diver-
gentidja®, a mi a vector elsd componensének az elsé coordinatidra,
misodik componensének a mdsodik coordinatdra, harmadik compo-
nensének a harmadik coordinatdra sz6l6  derviviltjaval, mint Gssze-
adanddkkal, meghatirozott osszeg; két vector ,szorzata®, a mi a két
vector tengelyének az irdnydval és a két vector parallelogrammdjé-
nak a terletével, mint irdnynyal é nagysdggal, meghatirozott vee-
tor. EzekrGl hallgatok, mert elsajititdsuk helye a vectortani ismeretek-
nek nem a megszerzésében, hanem az alkalmazisiban van: amazt
megnehezitenék, emezt a complicatiok bizonyos eseteiben megkonnyitik.
Kiilonben nem is jotv még létre kielégitG megillapodds ez elnevezések
dolgdban, midén pld. a rotatio angolokndl és németeknél sokszor ,Curl,
de németeknél ,Quirl® és ,Wirbel® is, és a franczidk két vector szor-
zatdn scalarist szoktak érteni, a mely a két veclor nagysiginak &s
szoglik  cosinusdinak  a  szorzatdbol 41, gy, hogy ezen a téren a
GrassMANN-tO] definidlt ,kiils6* és ,belsd* szorzat fogalmdnak a teljes
elkiiloniilésével taldlkozunk.

Nem tdrgyaltam a végtelen nagy alakzatokra kiterjedd geometriai
integralisokat: a mennyiben ilyenek az alkalmazisok rendén elGfordil-
nak, redjuk tartozd tudnivalonk kozonségesen igen egyszerd mddon
megszerezhetd. Példa rd a Veector-tanban a XXXIIIL. ezikk 4. pontja.
Rendszeres  térgyalisuk alkalmazisukhoz mérten ardnytalanal nagy
terjedelmi volna.

Amaz eleve kitiizitt czél, a mely utin indultam, megfoghatovi
teszi, hogy a folvett tdrgy minden részletét nem fejtem ki tiizetesen.
Kezd6 tehdt, a ki ebben a kozleményben eldsztr talilkozik a térgy-
gyal, helyenkint nehézségekre fog akadni, a melyeknek a legyGzése
végett kutatdsba kell bocsitkoznia és behatobb elmélkedésre kell el-
hatdroznia magit, vagy talin leleményességhez is kell folyamodnia.
Példdul a Vector-tanban a XXI. ezikk végén azt mondom, hogy
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,Ha azonban 7 dltaliban kétszer derivdlbaté mindhdrom coordinata
szerint, akkor a definitio teljes tartalmdval létezik a vector-potentialis,
Tnnek a beldtdsa végett a megel6z6 bizonyitdsi folyamatot annak a
szemmel tartdsdval kell megismételni, hogy most ¢ dltalfban kétszer
derivélhatd fiiggvénye a coordinatiknak, minél fogva létezik olyan,
dltaldban mindhdrom coordinata szerint derivdlhatd fiiggvény a 7' tér-
ben, hogy az z szerint képezett partialis derivdltja egyenls @-val.
Tovabbé, nem emlitem, hogy a hérom componens bérmelyikének a
kétszeres derivdlhatosdgdban 4ll az a tétel : a ki gondolkodva olvas,
szitkségképen észre veszi. A XXXV, cezikk utolsé teljes olddlénak :2
elején azt mondom, hogy A (3xz,3y, 22) elemi vector nyilvinvalan
a (r=¢q folileten fekszik“. Ez abbdl lithatd, hogy a (3, 2y,82) vector
vegsd pontja benne van a 2 alatt meghatdrozott féliiletekben, a mi
egyenesen ennek az elemi vectornak a defiinitiojdbol kovetkezik, « e
szerint eleje is, vége is benne van a (r =¢ folilletben. Az egyen!Gtlensé-
gek tandban az utolsé czikk harmadik pontja alatt el6forduld deter-
minansok eredetét nem részletezem, s épen csak sazdrmazéisuk forrdsdra
utalok. Stb. A mely dllitdsokat a kezdd az el6zmények alapjén rogtin
be nem ldf, tekintse azokat cléje tlzitt foladatoknak, a melyek meg-
olddsa tehetségének serkentésére és mathematikai képességeinek gyara-
pitdsdra szolgdl.
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Elsé rész: Vector-tan,

I. A helyhatirozé rendszer megvalasztasa. —
II. A vector alap-fogalma. -—
III. A vectorok egyenlésége és hatdarozéi. — Az egyenliség deli-
nitiGja. A componensek. A hosszlisfig és az irdny-cosinusok. Cylin-
dricus és sphaericus hatérozok.

IV. Vectorok kiilsnbsége. —— A kiilonbségnek, mint vectornak, a
definitiéja. A kiilonbségi vector componensei.

V. Vectorok &sszege. — Az Osszegnek, mint vectornak, a defini-
tioja. Az Osszeg-vector componensei. Az Osszegelés commutativus
volta.

VI. Vectorok tdbbszérése. — Vector és scalaris szorzatinak, mint

vectornak, a definitiGja. A szorzati vector componensei. Vector &
scalaris hényadosa. A scalarissal valé szorzds és osztds distributi-
“vus volta.

VII. Vectorok szége. — Két vector szigének a definitiGja. Két
vector szogének a cosinusa és sinusa, mint a vectorok irdny-cosi-
nusainak a fiiggvénye. Két vector merGlegességének saziikséges &s
elégséges foltételei. A merGlegesség parametrumos kifejesései. Két
vector azon-irdnytsdgdinak szilkséges és elégséges foltételei.

VIII. Vectorok tengelye. — Egy vector tengelyei. Két vector ten-
gelye. Ennek irdny-cosinusai, mint a vectorok irfiny-cosinusainak
a figgvényei.
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IX. Vectorok értékei. — Absolutus érték. Frték. Vetileti érték.
A vector-fogalom a physikdban.

X. Vector-hatarozok atszamitdsa. — Kiilonboz6 helyzetd coor-
dinata-rendszerekbe tartozd componensek vonatkozéisai. Kiilonbizo
helyzet(i coordinata-rendszerekbe tartozé irdny-cosinusok vonatko-
zésai. Annak a foltétele, hogy kiilonboz6 helyzeti coordinata
rendszerekben adott vectorok egyenlk. KiilonbozG helyzetd coor-
dinata-rendszerekbe tartozd pont-coordinatik vonatkozdsai.

XI. Vectorok valtozdsa. — A physikdban el6forduld vector-soka-
sdgoknak a folytonossig elve szerint vald osztilyozfisa. Vectornak,
mint fiiggvénynek, a definititja. Vector megviltozdsinak, mint vec-
tornak, a definitiGja.

XII. Végtelen kis valtozok. — Ezek dltaldnos fogalma.
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szogének és tengelyének a meghatfirozéisa. Az elemi elfordulds
tengelyének irdnycosinusaival és az elemi elfordulés szigével meg-
hatdrozott vector jelentménye.

XIV. Vectorok derivaltjai. — A deriviltak definitiGja ¢és dltaldnos
tulajdonsdgai.

XV. A hely fiiggvényei. — Vectoroktol fiiggés és helyt6l fliggés
hasonlatossdga. A térgyalfsoknak egy scalarisra, mint a hely fiigg-
vényére, vonatkoztatisa. Hasznélandé szdlds-formdk.

XVI. A helytdl fiiggés kiildrndsségei. — Szakaddsos és tobb értéki
fiiggvények alkalmazhatosiga. A leghaszndlatosabb folytonossag-
szakaddsok és tobbértékiségek.
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definitiéja, midén a fiiggvény mindenkép derivélhatd. Az irdny
szerinti  derivdlt Altalinos definitiGja. Az irdny szerinti derivilt
és egy parametrum szerinti derivélt vonatkozdsai.

XVIII. Egy térben derivalhaté fiiggvény integrélhatésaga. — Kimu-
tatdsa annak, hogy, ha a hely fiiggvénye altaldban mindenkép
derivélhatd egy térben, tGgy 4dltaliban a hely bizonyos fiiggvé-
nyeinek partialis derivélfsaibdl szfrmaztathaté abban o térben.
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potentialis definitiGja. Potentialis és vector potentialis més hely-
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XXI. A potentialis egyenletek. — A vectorok differentialis egyen-
leteinek szdrmaztatisa, midGn potentinlisuk van, s az ily egyen-
letek megolddsa. A vectorok differentialis egyenletének szérmaz-
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hatdrdn. Végtelenség s'k-lapon, 0Osszegelési tér hatdrdn. Az dlta-
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XXVI. Tér-integralisok reductioja. — Térfogati integralis reductidja
folileti integralisra a legegyszeribb foltételek alatt. A reductio
folytonossig-szakaddsok legfontosabb eseteiben.

XXVII. Tér-integralisok részleges reductidja. — A részleges reduc-
tio alap-képlete. Némely osszetett fiiggvény-alakok tér-integralisd-
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XXVIII. Tér-integralisok Gauss-, GREEN-, KIRcHHOFF-féle reductidja. —
Altalénos elmélet. Példa kizonsézes reductio-képlet elGallitdsdra.
Példa a nem kézonséges reductiéra. Specialisabb példa. A Gauss-
féle, Greex-féle és a Kircumorr-féle reductio mint még speci-
alisabb.

XXIX. Fadlileti integralisok reductioja. — Folilleti integralis re-
ductitja vonalas integralisra a legegyszeribb foltételek alatt, mint
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térfogati integralis foliiletivé alakitfsinak hatér-esete. A reductio
folytonossiig-szakadésok legfontosabb eseteiben.

XXX. Vonalas integralisok reductioja. — Reductio a legegysze-
riibb f6ltételek alatt. Reductio folytonossdg-szakaddsok legfontosabh
eseteiben.

XXXI. Tébb-értékii fiiggvény geometriai integralisa. —

XXXII. Geometriai integralisok mint fiiggvények. — Folytonossdigi
foltételek. Derivélhatosdgi foltételek.
XXXIII. A NewTton-féle potentialis alap-tulajdonsagai. — A Ngw-

rox-féle potentialis definitidja. Folytonossigi és derivdlhatdsdgi
tételek, a potentialis és els6 derivéltjai a végtelenben. A térfogati
potentialis kétszeres derivilthatésdginak bizonyos elégséges fil-
tétele. A Laprace-féle egyenletek. A Porsson-féle térfogati egyen-
let. A WeiNearren-féle egyenletek. Kgy integralis egyenlet. A
Poissox-féle folilleti egyenlet. Xz egyenlet dltaldnositisa. Még
egy sokszor el6fordulé folileti integralis alap-tulajdonsdgai.
XXXIV. Vectorok functionalis félbontasa. — Folbontds két olyan
vector Osszegére, a melyek egyikének van potentialisa, mdsikéinak
forma szerint van vector-potentialisa. gy mdsféle haszndlatos

folbontds.
XXXYV. Potentialisos vectorok és vector-potentialisos vectorok geo-
metriai jellemzése. — Potentialisos vector meghatirozisa egy

tor meghatdrozisa egy vonal-sereg érintGivel és siiriiségével.
XXXVI. Folytonossagi tételek. Harom hasznos folytonossigi tétel
megillapitdsa.
Ertelmezések. Néhiny kétesebb jelentményii szolds-mdd meghatdrozdsa.

Misodik rész: Az egyszerii inaequatiok tana.

I. Az egyszerii fiiggvények és relatiok. Az egyenlStienségek iras-
modja. —
Il. Az egyenlétienségek szama. —
III. Megoldasok superpositidja. —
IV. Az egyszerii inaequatiok alap-tétele. —
V. Az egyszerii aequatiok és inaequatiok alap-tétele. —
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VI. Egyszerii relatiok osszefoglalasa. —

VII. Egyszerii relatio-rendszerek paramelrumos megoldasa. —

VIII

Egyiitthatok vonatkozasai. —

I1X. Tébbszbrds relatio-rendszerek. —

X. Az alaptétel kdvetkezményes aequatio esetében. —

XI. Pseudo-rendszerek. —

XII Kdvetkezményes rendszerek. —

XIII. Kiildnféle rendszerek &sszetétele. —

XIV. Infinitesimalis rendszerek. —

XV. Folyoményok. 1. Annak a f6ltétele, hogy egy egyenlGtlenség egyenlet

legyen. 2. Elimindldsi tételek. 3. Kgy mennyiség-rendszernek egyszerii
relatiGkon alapulé folbontdsa két mennyiségz-rendszer Osszegére. 4. Infini-

tesimalis rendszerek escte.



A vector-tanban eléfordulé sajté-hibak kiigazitasa.
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Foltilrdl a 10. szivegsorban ,dtmérdinek® helyett ,dtléinak® teendd.

. Folilrdl a 9. szovegsorban ,m 6% helyett ,(=—0)%.
5. Folulrdl a 6. képletsorban a7, “ helyett ,a,6, .
. Foltilrdl az 5. szivegsorhoz hozzd toldandé: jegy vectoréi, azutin kivet-

kezik a 6. szovegsor. A 8. szivegsorban a gordg botiik utin beteendd :
yegy vectoréi®.

. Alulrdl a 4. képletsorban ,dg* helyett ,d7n* kell.
3. Alulrdl a 9. képletsorban  ,bn® helyett ,dn*, a 4. képletsorban ,dC

helyett ,dg*.

. Alulrél a 11. sorban ,végleten® helyett ,végtelen®.
. Alulrél a 12. szdvegsorban ,pontokan® helyett ,pontokban®, a 10. szi-

vegsorban ,vonalin® helyett ,vonalon®.

. Alulrél a 2. szovegsorban ,elleni® helyett ,elemi®.

. Foliilr6] a 3. szivegsorban ,x“ helyett ,2*.

. Folilrdl a 3. képletsorban ,E¥ helyett G

. Alulrél az 1. képletsorban a mésodik ,=*% jel helyett ,—¢.

. Alulr6l az 1. szivegsorban ,véges és egyetlen® helyett ,egyetlen véges®.
59. Alulrél a 4. képletsorban ,(z)¢ helyett ,(z')%, a 2. szivegsorban ,s*Dg*

helyett ,s:2Da®.

i0. Foliilrol a 2. képletsorban ,(t)* helyett ,(z';“.

. Alulrél a 4. képletsorban az elsd ,(a")* helyett ,(o)%

. Alulrdl a 3. képletsorban az N bitit elé egyenloségi jel tartozik.

i8. Alulrdl a 2. képletsorban az utolsé ,D&“ helyett ,Dd,“ kell.

. Alulrdl az 1. képletsorban ,Di* helyett ,Dz*.

. Alulrél a 4. szovegsorban i helyett .7 .

. Alulrél az 1. képletsorban az utolsé zirjel torlendd.

. Foliilrdl az 5. képletsorban az elsd ,p* helyett A% teendd, alalrdl a
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2. képletsorban az elsdé és utolsé Osszeaddsi jel kivondsi jellel eseré-
lendd {6l
Az utolsé képletsorban S és 7' foleserélenddk egymiissal.

>

od ed
16lilrél az 1. képletsorban ,,—a?“ helyett "5y  teendd.

88. Alulrdl a 2. képletsorban az 2 elé ,)¢ zirdjel sziikséges.
89, Foliilrdl a 11. szdvegsorban a ,pontokat® szé utdn kimaradt: ,a foliileten

92.
93.

99.

105.
109.

117

fekvd®, alulrl a 7. szivegsorban ,s* helyett ,o'* kell.
A XXXI. ezikkben alulrél a 4. sorban ,integralis® helyett ,integrildis®.
Foliilrsl a 7. szovegsorhban a ,hogy® sz6 utdn kimaradt: ,mihelyt még
kisebbek, mér®
Alulrél az 5. szovegsorban .integralis® helyett .integrilds®, a 6. sziveg-
sorban pedig ,integrilis® helyett jintegralis® teendo.
Alulrél a 8. szévegsorban az joldalon® sz6 elé foliileti® jelzd tartozik.
Foliiled]l az 1. képletsorban a mdsodik &% jegy helyett T kell,
9 o,

. Alulrél az 1. képletsorban ”33;1“ helyett ”3773;&“'



Vector-tan.

I. A helyhataroz6 rendszer megvalasztisa.

Tengelyen mindig szabott irdnyd és hely( egyenest értsiink.

Kozonségesen derdékszogi tengely-rendszert haszndlunk helyhatd-
rozdsra; és pedig jobbra fordulot. Ha tehdt egy ordt dgy helyesiink
el, hogy a harmadik tengely a szémlapjira merdlegesen 4lljon és a szdm-
lapndl az draszerkezet belseje felé mutasson, akkor az éramutatok jdrdsi-
vyl egyezd értelemben kell forditanunk az els tengelyt a harmadik
koril, hogy egy derékszig leirdsa utan irdnya a misodik tengely
irdnydba essék.

Birmely tengely kordl ebben az értelemben torténd forvduldst
neveziink mindig positivas forduldsnak, mdér t. i. arra a tengelyve
vonatkozolag. Az ellenes értelemben valdt negativas forduldsnak nevez-
ziikk az illetd tengelyre nézve. Vildgos, howy amely fordulds egy ten-
gelyre nézve positivus, az ellenes irdnyi, de azonos helyi tengelyre
vonatkozilag negativus.

A positivus forduldssal szirmazd szogeket positivusoknak, a nega-
tivus forduldssal szdrmazdkat neg: m\u\ol\n.\l\ szdmitjuk.

Il. A vector alap-fogalma.

Vilasszunk a térben egy egyenes vonal-darabot. Igvik hatdr-
pontjit jeloljik A-val, a mésikat B-vel. Végtelen sok hosszisdgot tartal-
maz. Mindazt, amely kisebh az AB hosszisdgndl, & nmg’tt ar AD
hosszfiségot. Tovdibbi két irdnyt tartalmaz. Az A—DB irdnyt & a
B—A4 irfnyt.

Mid6n a hosszusigok kozdl csupén a teljes AB hosszisdgot, ¢z
a kétféle irfny kozil is csupdn az egyiket vessziik tekintetbe, vector-

nak nevezzikk az egvenes \'onaldambot. Ha az A—B irdnyt tulajdonitjuk
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neki, akkor hatdrpontjainak a betGivel AB alakban jeloljik, és 4
pontjét az elejének vagy kezdetének, B pontjdt a végének nevezaik.

Az AB vectort a B pont A ponti vectorfnak is nevezziik. Igy
példéil egy helyhatirozé rendszer origdjdbél egy poantba hizott vector
ennek a pontnak az origdi vectora. Ha valamely vector eleje egy I nevii
tengelyben van, s a vector merGleges erre a tengelyre, a vége pedig
C nev(i pontban van, akkor a vectort a C pont I tengelyl vectorfnak
is nevezziik.

A vectorok hosszlisfgfit és irfnydt illetSleg hasznos mennyiségi
vonatkozéisokat vesziink szémba és definiflunk, amelyek rendén a
vector mint mennyiségi miveletek térgya, mint menuyiség jelentkezik.
Ez 4ltal vélik teljessé a vector-fogalom definitiéja az elméleti physika
szolgfilatéban.

Il. A vectorok egyeniésége és hatarozéi.

A mér elSre bocséjtott alap-definitionak megfelelden :

ha két vector AB, CD, egyenl§ hosszi és egyezd irfinyd, akkor,
s csak akkor, egyenl6knek mondjuk azokat, s ezt rdviden a szokdisos
egyenl6ségi jellel irjuk :

AB=CD;

ha azonban két vector hosszlsfiga, vagy irdnya, vagy hosszlisfiga is,
irfnya is kiilonboz6, akkor, és csak akkor mondjuk kiilsnbéz6knek a
vectorokat.

Béirmely pontba helyezziik tehdt egy vector elejét, ha hossatsigdt
6s irdnyfit nmem vdltoztatjuk meg, a vector is viltozatlan marad. s
valahdnyszor egy vector hely-véltoztatdsir6l beszéliink, kiilonos kijelentés
hidnydban, mindig hosszlisgénak s irfnyfinak meghagyfisival értjik ast.

Mindebben egyez$ irfnyokon ugyanazon végtelen tdvoli pont felé
mutaté irdnyok értend6k, mint rendesen.

Ha egy vector elejét az origdba helyezziik, akkor vcgének a
helye teljesen meghatérozza a vectort, mert hosszit is, irfinydt is meg-
hatdrozza. Ekkor tehdt végének a coordinatdi teljesen meghatérozzik.
Ezeket a vector-hatdrozdkat a vector componenseinek nevezziik. Ha
g 7, £ a hrom componens, dgy ezekkel a (g, 7, §) alakban jelsljik
a vectort.

Bérhol legyen egy vector eleje, ha elejének a coordinatdit rendre
kivonjuk végének a coordinatdibdl, componeuseit nyerjik. Mert, ha
elejének a coordinatdi =, y, 2, Ggy végének a coordinatéi algebrailag
ezekkel az értékekkel nagyobbak, mint mikor eleje az origbban van.
Mid6n eleje az z, y, # pontban van, akkor végének a coordinatdit
7, y, 2 jelolvén: E=a'—u, stb.

Egy vector componenseit viszont teljesen meghatfrozza a vector;
mert eleje az origbba helyestetvén, a vége meghatdrozza a maga coor-
dinatdit.



Amely mennyiségek valami modon meghatérozzik a vector com-
ponenseit, azok nyilvinképen meghatérozzik a vectort.

Ilyetén vector-hatdrozok a vector hossza és az irdnydt hatdrozd
u. n. irdnycosinusai, vagyis azoknak a szogeknek a cosinusai, amelyek
alatt a vector irdnya rendre a coordinata-tengelyek irdnydba fordithatd.
Ha ugyanis » a veetor hossza és e, 3 v az irdny-cosinusai, akkor a
vector componensei :

S=ra, n=rB, C=r.

Oly hatdrozok ezek is, amelyeket viszont, a vector teljesen meghatiroz,
mert a compounensei teljesen meghatdrozzik azokat: az » hosszisig oly
derékszogi hasdh dtmérdinek a hosszisiga, amelynek az ¢leit a compo-~
nensek szolgdltatjik, tehdt

r= \ *_7‘2+C2'_

¢ ebbdl folydlag
%= é : V§2+YIS+C21 sth.,

abol a gyik-kifejezés mindig positivusnak szimitandd, mivel pusata
hossziisdigot jelent.

A hidrom irdnycosinus kifejezéséhél a hicom componens egy mddon
kikiiszobolhetd, minélfogva a hirom irdnycosinus egy szabott relatidnak
tesz eleget, &s pedig

a+fyi=1.

A

Ennek kovetkeztében a vector meghatfirozdsira a hossalisig mellett elég
két irdnycosinus és a harmadiknak az elGjele.

'lnbl)uvue a hdrom componenst vagy a hosszisdgot ¢és a hirom
1mny-co\must haszndljuk vector-hatdrozdsra. De azért legyen itt sz0 két
mis meghatirozdsi modrol is. Olyanokrdl, amelyekben mds jelentdsége
van az x, mis az y és més a z tengelynek. Egyik, mint forgisi ten-
gely, egy misik, mint olyan tengely szerepel, amelynek irdnyitdl a
forgfis-szogeket szémitjuk, & a harmadik nem szerepel.

Vilaszszuk a 2-tengelyt forgdsi tengely gyandnt és szdmitsuk az
z-tengely irdnydtol a forgds-szogeket. A vector elejét az origdba tévén,
a vector meghatorozdsira szolgélhatnak : a vector-vég z-tengely( vectord-
nak hossza p, e vector elforduldséinak a szoge e, és a vector harmadik
componense (. Ugyanis p és ¢ meghatfrozza a & és 7 componenseket :

= pCosE, = psine.
Ezt a meghatirozdsi mddot cylindricusnak nevezziik.
Ha a z-tengely és a vector kozti sziget a fontebbi szig-definitio
értelmében ¢ jeloli, akkor

S=recosh, p=7sinl,
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midltal egy negyedik meghatirozisi méd 4ll elé. Ebben 7, ¢, 0 a
hatéirozok :

E = rsinfcoss, n=rsinfsine, C=rcosh.
Az ¢ és g hatfirozok egyszeriien fejezik ki a hfirom irfinycosinust :
o.=sinfcose, [ =sin0sine, Y =cosh.

Hogy valamiféle adatok meghatirozzik a vectort, ez mindig azt
jelenti, hogy meghatérozzik a vector hosszdit és irdnydt. Kovetkezoleg
amely vectorok megfeleld hatfrozoi egyenlSk, azok a vectorok mindig
maguk is egyenldk. De az egyenl§ vectorok némely hatdrozéi nem
szitkségképen egyenldk, mint pld. a cylindricus rendszerben haszndlt
e szig, mert ezt még megszoritds ald kell vetni, hogy a vector teljesen
meghatirozza 6t. Ilyen megszoritds :

ﬂZE;——TE.

IV. Vectorok kiildmbsége.

Ha két vector elejét egy pontba helyezziik, akkor aszerint, amint
a két vector egyenld, vagy nem, végik Osszeesik, vagy nem ; viszont,
aszerint, amint a végik Osszeesik vagy nem, egyenlok vagy nem: egy
pontba helyezvén két vector elejét, az egyiknek a végéb6l a mdsiknak
a végébe nydld vectort a két vector killombségének nevezziik.

Ilyen kettd lehetséges: egyenld hossziak, de ellenkezs irdnyidak.
De a kivetkez6 megkillomboztetéssel élink: AB és AC vector kiilomb-
ségén az utdbbinak a végébdl az el6bbeninek a végébe nyildé  veetort
érjitk, vagyis a CB vectort.

A kozinséges kivondsi jegy segélyével képletezzik a kiilomhséget
a kovetkezG értelemben: AB és AC killombsége

AB—AC=C(B,

AC—AB=BC.

AC és AB killombsége

Azt a miveletet, a melylyel két vectorhoz azok egyik vagy misik
kiillombségét meghatérozzuk, kivondsnak nevezzikk és az A'B'—AB
killombségben az AB vectort kivonandénak, az A'B’ vectort kisebbi-
tendének mondjuk. Ehez képest: miutin a két vector elejét egy pontba
helyeztiik, a kivonandénak a végébdl a kisebbitendének a végébe huzott
vector a megfeleld kilombség, a killombségi vector.

Ugy, mint az algebrdban, egyenldk kiillomségérsl is beszélink.
Ezt, a kiilombség dltalinos fogalmdban, oly vectornak tekintjitk, amely-



nek az eleje és vége oOsszeesik. Zérus-vectornak nevezzitk és egyszertien
a 0 jegygyel jeloljik :
AB—AB=0.

Ha a kivonandd vector componenseit a kisebbitendd vector com-
porenseibdl rendre kivonjuk, a kiillombségi vector cemponenseit kapjuk.
Ugyanis, a kivonandé és a kisebbitends vector elejét zy, ¥,, 2, coordi-
natds pontba helyezvén, jeloljék most mér a kivonandd vector végének
a coordinatdit &', 3/, &, a kisebbitendd vector végének a coordinatdit
2", y”, £+ a componenseik rendre

'_ J 2 l_ r  — ~
E=a'—z,, N=y—y, =72,
§'=a"—x, NW'=y'—y, {'="—2;

a killombségi vector componensei pedig
E=a"—a', q=y'—y, C=s"—7.
A jobboldalok eldruljik, hogy
§=¢"—7%, n=n"—, =¢"—
(gu, 7)”, gn)_ (EI’ T", g’):(&"—E’, 7]”—7]’, Clr_gr)
Forditva, ha egy vector componensei &'—¢&, v"—", {"—C, akkor
ez a vector a (&7, 7", ") é& (8, v/, ) vector kiilombsége.
Egyeunleteinkbdl az is kitiinik, hogy a kisebbitends vectornak és
a kiillombségi vectornak a kiilombsége a kivonandd vector. Ha tehdt a
kisebhitendd vector és kiilombségi vector elejét egy pontba helyezziik,
az utébbi vector végéhdl az eldbbinek a végébe huzott vector a ki-
vonandd. Geometriai szemlélettel is konnyen folismerhetd.

V. Vectorok dsszege.

A kisebbitendd vectort a kivonandé vector ¢és a kilombségi vee-
tor Osszegének is nevezzitk. A kivonds geometriai képérsl kozbotlenil
leolvashatd, hogy, ha a killombség elejét a kivonandd végébe, vagy végét
a kivonandé elejébe helyezzitk, mindig a szabadon maradt kezdetbsl
a szabadon maradt végbe nyilé vector a kisebbitendd. Nem tekintve tehdt
a kivonds miveletét: egy vector elejét egy miésiknak a végébe
helyezvén, a szabad kezdethsl a szabad végbe nyild vectort nevezaiik
a két vector Osszegének. Vector-jegyekben a kozinséges oOssueaddsi jel
segélyével irjuk az Osszeget :

AB+BC=AC.

Azt a miveletet, a melylyel két vectorhoz azok Osszegét képez-
ziik, Osszeadfsnak s a két vectort dsszeadanddnak nevezzik.
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Az Gsszeg  componensei rendre az dsszeadanddk componenseinek
az Osszegei. Kz az dsszegre mint kisebbitenddve, az dsszeadanddkra
mint kivonandéra és kiillombségre nézve mér a kilambségi componens-
egyenletekbdl kitinik. De tényileg, ha az A & B és € pont coordi-
natdi g, ¥, 2, ¢ 2. Y 7 és a7, Ggy az AB &s B( es AC
vectorok wmponen\el g:z iz, sth., E=a"—a’, sth.,, Z'=a"—u,,
sth. kovetkezdleg E-+E=E", sth.:

(E'v 7]’) C’) + (Ev 7, C):(é"‘_Es 7]'+7)v :."H;)'

Hérom vector dsszegén két vector oOsszegének és a harmadik
vectornak az Osszegét értjik. Hogyha tehdt egy vector viégébe egy
mésiknak az elejét ¢és ennek a végébe egy barmadiknak az elejét
helyezzitk, gy a szabad kezdetbGl a szabad végbe nydld vector a
hérom vector dsszege. Ugyanis a difinitio szerint AB, B, U1 vectorok
Osszege ez :

(AB+BC)+CD = AC+CD =AD.
Rividebh irdsmdddal
AB+BC+CD =AD.

Négy vector ésszegén hirom  vector dsszeginek & a negyedik
vectornak az Gsszegdt értjitk. Hogyha tehdt egy vector vigehe egy
misiknak az elejét, ennek a végébe egy harmadiknak az elejét ¢és ennek
a végébe egy negy e«hknek az elejét helyesziik : akkor a szabad keadet-

bél a szabad vegbe nydls vector a négy vector oOsszege. Ugyanis a
definitio szerint AL, BC, CD, DI vectorok Osszege ex:

(AB+BC+CD)+DE=AD+DE=AE.
Rovidebb frdsmddban

AB+BC:CD:DE=AE.
stb. sth.
Birhdny vector dsszegének a componensei rendre egyenldk az egyes
vectorok componenseinek az Gsszegével és pedig fiiggetlentl a vectorok
sorrendjétsl. Bizonyitds : Tetszésre vilasztott sorrendben legyenck

(El: I'U Sl)) (E_: 712; :;2)) LI ] (En, 7}1!, ;n)

az Osszeadandd vectorok. A mdsodiknak az elejét helyezzilk az elsének
a végébe, a harmadiknak az elejét a mdsodiknak a végébe, sit. Ekkor
aztén vectoraink rendre legyenek A,A,, 4,4, .., 4,4, Haaz A,
pont coordindtdi .z, ¥, 2y, stb., akkor

AL

-

el

)

I B A |

AL

=y, Qe =gy, Gy n =yl
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sth. sth. Az dsszeg, vagyis o, componensei pedig €=, —uy, sth.
A jobb oldalok eldraljik, hogy

E=§+Et. . +5n,
N=MHVe+. . +7n,
::Cﬁ“:z‘l‘ .. +§n :

(E1r 1, C)H(Esy Moy C)F - - +En, Tin, So) = Egt o o+ En, ot - A0, Gt HG0)

A jobb-oldal fiiggetlen az Osszeadds sorrendjétsl, tehdt a bal-oldal is:
vectorok definidlt osszeaddsa commutativus miivelet; adott veetorokat
barmely rendben sorozzunk lénezba, ha a lincz elsS pontja mindig
ugyanaz a pont, utolsd pontja is mindig ugyanaz.

Forditva: ha egy vector componensei &+&+ ..+, sth., akkor
ez a veetor a (Zy, Ny, &)y Gay 7oy Go)y -+ (En, 7, Sa) veetorok dsszege.

VI. Vectorok tdbbszérdse.

Legyen u ki egy kozdnséges realis mennyiség, vagyis esak nagy-
shg G elgjel tartozzék hozzdja. Szoval, u. n. scalaris legyen.

Az AB vectornak & a kb scalarisnak a szorzatin, vagy mds
szoval az A B veetor k-szorosdn azt a vectort értjiik, amelynek a hossza
w AB vector hosszdnak és a & xealaris szimértékének a szorvozata, az
irdnya pedig, aszerint, amint a b positivas vagy negativus, egyez§ vagy
ellenkezi az ADB vector irdnydval.

A szorzat meghatdrozdsit szorzdsnak, az A B vectort szorzanddnak,
a & scalarist szorzénak nevezzilk. Képletileg a szorzdst is az algebrdban
szokdsos modon koveteljik ; fgy, ha AB &s k sworzata AB':

. AB=AB.Lk=AB"

Ha a szorzandd  vector hossza r, & irdnycosinusai 2, B, v, dgy
a definitio ¢értelmében a szorzati vector hossza |k|r & irdnycosinusai,
aszerint, amint a & positivus vagy negativus, «, 3,7y, vagy —«, —B, —-

A szorzat componensei a szorzandd vector componenseinek k-szorosai.
Legyenek ugyanis a szorzandé vector componensei &, 7, §. Akkor

tehdt a szorzati vector hossza

¥ =]k [r=y k&l 3+ (k02

Trinycosinusai pedig, ha & positivus,

o =a=E: B =kE 0 sth.



ha % negativus,
o =—oa=—F: VB4 =kE: 7, sth.
Kovetkezdleg a szorzat componensei

E=r'd =1IE, N =rp =k, C=ry'=I(
Ggy az egyik, mint a mdsik esetben. Mindkét esetben

(E’ 7, c)k:(kg) k"ly kC)

Forditva, hogyha egy vector componensei kg, kv, k{, akkor
ez a vector a (§, 7, §) vectornak és a k scalarisnak a szorzata.

Egy vectornak az (1 : k)-szorosét a vector k-ad részének is mondjuk.
Meghatdrozdsit a vector k-val valé osztdsfinak is nevezzitk s élink az
Osszes megfelel6 algebrai szolés- és irfs-modokkal. Igy AB vectornak,
mint osztandénak, és k scalarisnak, mint osztonak, a hényadosa

AB:]‘¢=;A7§=AB']1_..

Ezek szerint

N )
k KR k)
s a hdnyados vector hossza az osztandd vector hosszinak osztata az
oszth scalarisnak a szdmértékével, irdnya pedig aszerint, amint az osztd
positivus vagy negativus, egyez8 vagy ellenkez§ az osztandd vector
irfnydval.
Egy osszeg k-szorosa az egyes dsszeadanddk k-szorosfinak az Gsszege.
Mert, ha a (§ 7, ) vector a (&, 7y, &), (Es, 7, &), stb. vectorok
Osszege, ugy

(k E, k 7[: kg):(k El+k E.2+ ey kn1+L n2+ 29y L §1+k§i+ * )=
(k& kg, B C)+(k Btk mo+h Gy)+ .

Hasonlokép, egy dsszeg k-ad része az egyes Osszeadanddk k-ad részének
az Osszege, mert ez a szorzatos “egyenlGség akkor is helyes lesz, ha
abban % helyett 7 :7% fratik: vectornak scalarissal vald szorzfisa és
osztdisa distributivus mivelet.

VII. Vectorok szdge.

Két vectornak a szigén azt a homori sziget értjilk, amely alatt
egyik vector irnya a mésikéba fordithato.

Minthogy a vectorok meghatfirozzék ezt a sziget, kifejezhetG az
a vector-hatfirozékkal ; sGt, mivel mdr a két vector irnya meghaté-



rozza ezt a szoget, kifejezhetd az a veetorok irfiny-hatérozéival, milyenek
az irdny-cosinusok.

Jelolje 6 két vectornak a szogét. Az egyik vector elejét helyez-
ziik a mdsiknak a végébe, mint dsszeaddskor. Most AB és BC legyenek
a vectorok. AC azoknak az Osszege. Hosssztisfigukat rvendre jeloljék
1, 9, ¥. A héirom vector egy hdrom-szoget alkot, amelynek a B estics-
nél 1évé szige m—H0. Fszerint

r3=r 2402 —2r,7,cos(n—0)

De, ha a vectorok componensei rendre &, 7, §; és &, 7o, & 65 &, 7, §, dgy

r? =842 nt =6, rr=ECt

Beirvin ezeket az egyenletbe és tekintethe vévén, hogy cos©  0=— cos0,
meg, hogy E=E,+&,, stb. taldljuk:
ry73c088 =& &+ e+, Gy

Es, ha a két vector irfnycosinusai oy, By, v, illet6leg a, By, ¥, tgy
amiatt, hogy & =nr%,, & =172, stb.:

costh =005+, By +11 7

A vector-szog e cosinusos kifejezésének van a leggyakoribb alkalma-
zéisa. Nem ritkdn hasznos azonban egy sinusos kifejezése is. Vildgos, hogy

sin®0 = 1-— (o, 2,43, BaHr172)? -
Irjuk itt a jobb oldal els§ tagja helyett

(o 824702 (@ >+ *+12 ),
azutdn végezzitk el a kovetelt szorzdst és hatvdnyozdst. Az eredményen
azonnal folismerhetd, hogy

$in0 = (Byva—v1 ) (1 1% @iYe) o By —Pr.)? .
Mivel 0<r, igy a sinf mindig positivus.
Ha a két vector merdleges egymidsra, akkor H=m:2, tehit
o,y +3, B+ Y2 =0

Viszont, ha 4ll ez az egyenlet, akkor, a két vector merdleges
egymidsra, mert 0=m: 2. Szorozzuk meg az cgyenletet ry-cl. Azutdin
sgorozzuk még meg ry-vel is. Nyomban litjuk, hogy a merdlegesség
sziikséges és elégséges foltétele kiilon-kiilon a kovetkez6 két egyenlet is:

El?z +7[1 [32 +§1 Yo = (),
BBty +5, G =0.—
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Ha 6=m:2, akkor sin =1 &s viszont. KovetkezGleg nem kiilomben

suiikséges 6s elégséges foltétele a merdlegességnek ez az egyenlet :
(Brva—T11Ba) Hn 2 —072) oy By —Broe)?=1. —

Sokszor czélszer bizonyos parameteres alakokban hasznélni ezeket az

egyenleteket. Induljunk ki ebbél:

& &M +5, 85 =0.

Ha egy vector tényleg létezik, gy legaldbb egy componense nem zérus.
Legyen, hogy §, nem zérus. Akkor kétségtelentil meghatdrozhatok dgy
az [ és m scalarisok, hogy

& =m&, — ny, Ty =& —IG,

legyen, bérmi értéki scalaris az n. De behelyettezvén ezeket az egyen-
letbe, azt taldljuk, hogy, mivel a §; nem zérus,

G =0 —mE;.

Vildgos, hogy nem kiillomben kévetkeznek ily Kkifejezések abban a
bizonyosségban, hogy 7;, vagy, hogy & nem zérus, és a hérom para-
méter kozdl az egyik mindig tetszoleges. Ez a hirom kifejesés is sziik-
séges 6s elégséges foltétele a merGlegességnek ; szitkséges foltétele, mert
szitkségképen kovetkeztek abbol az egyenlethdl, amelybdl kiindiltunk ;
elégséges foltétele, mert viszont belslik az az egyenlet kovetkesik. A
megfeleld alakokhoz jutunk az irfiny-cosinusok szdméra, ha ezeket az
alakokat r,-vel elosztjuk. Irvén pedig

r—‘l:a, r—‘m:b, '—'-n:c,
7y 7y s
az irfnycosinusok parameteres vonatkozdsai a foltételezett merdleges-
séghben ezek :

oy =by,—cfy, Bo=co;—ay,, Yo =3 —bo,.
Ha a két vector egyezS irfnyd, akkor cos =1, tehdt
%o+t =1.

Viszont, ha 41l ez az egyenlet, akkor a két vector egyezd irdnyd,
mert akkor cosO=1, tehdt 0=0. Tényileg, ha ennek az egyenletnek
a jobb-oldala helyett az

0ty 24, 2471 4oy 243 2472
kifejezés felét irjuk, azonnal léthatjuk, hogy
(@ _af)a HB1—Pe)*Hy1—Y2)?=0 tehdt @, =0y, B = 11 =T
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VIIl. Vectorok tengelye.

Egy vector kezdd pontjdn a vectorra meréleges tengelys a vector
tengelyének nevezzitk. Ha a vector irdnycosinusai o, ', ¥" Ggy vala-
mennyi tengelyének az irfinycosinusai bent foglaltatnak a kovetkezs
alakokban :

a=by'—cf, B=ca'—ay/, y=af" b,

mint az épen elébb nyert kifejezések tanusitjik ; mert a vector bérmely
tengelyéhez tartoznak olyan a, b, ¢ értékek, hogy «, B, v a tengely
irfnycosinusai.

Két vector tengelyérdl is beszéliink. Elejitkket egy pontba helyezvén,
kozos tengelyeiket nevezziik igy. Ha sem nem egyezG, sem nem ellenkezs
a vectorok irfinya, akkor csak egy tengelyvonaluk, azaz csak két
tengelyiik van, amelyek egym4s ellentétesei. De a kiovetkez6 megkiillom-
bostetéssel élimk: ADB és AC vector tengelyén azt értjiik, amely kordl
az AC vector irfnya positivus forduldssal jut az AB vector irdnyfba
a két vector szoge alatt; AC és ADB vector tengelyén az ellentétes ten-
gelyt ¢értjiik. Ugyanebben az értelemben beszélink két irdnynak a
tengelyérél.

Vildgos, hogy a tengely-irnyt meghatdrozza a két vector irdnya,
tehdt meghatdrozzék a két vector iriny-cosinusai. Az AC és ADB vector
tengelyének az irdnycosinusai legyenek a, B, v, az AC & AB vector
irfinycosinusai pedig a,, By, Yo, illetSleg @, B, 7;- Az «, §, v cosinusok
ezyenletei ezek :

aoy +3B, +77: =0,
ady+3By+yya =0,
at+fyi=1.
A két elsobal

a:Bry=F1ra—118) : (n%—aYe) : (@ Bi—PBi%),
tehdt létezik olyan sealaris, A, hogy
a=(Bye—"1Be) 1 A

@=(Y:“s—“n’s) : A,
Y= (o, Bs—Pys) : A

Most mdr a hitra 1évG egyenlethol

A2 = (Byya—aBe) H(Y1% — 2y Ye) (o Ba- —Br%)?,

tehdt, ha a két vector szoge 0, Ggy a A divisor szdmértéke sind.
ElGjelének a megdllapitisa végett czélszer@ egy mésik helyhatdrozd
rendszerhez is folyamoduni, Az origéja legyen az A pontban ¢és a ten-
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gelyei cleve egyirfnytak legyenek a régi tengelyekkel. Ekkor az ij
rendszerben ugyanazok az Osszes irfiny-cosinusok, mint a régiben, kivet-
kezGleg a A is ugyanaz, nemcsak szdmértékre, de eldjelre nézve is.
Azonban forgassuk el az @) tengelyrendszert az A4 pont kérdl dgy,
hogy az 6 z tengelyének az irfnya a vectorok tengelyének az irfnyaba
essék, y tengelyének az irfinya pedig az AC vector irdnyfba essék.
Most az Gj rendszerben =0, =0, y=1, ¢,=0, B3=1, 7,=0, & az
AB vector irdnya szitkségképen hegyes szoget képez az x  tengely
irfinydval. Tovébbd, mivel a forditis alatt az irfiny-cosinusok mind
folytonosan véltoztak, a ¢ sz0g pedig véltozatlan maradt, igy az A divi-
sor elGjele szitkségképen véltozatlan maradt, nem csaphatott &t egyszer
sem egyik féleségh6l a mésikba. De a v irfiny-cosinus egyenletéhol
folydlag az @j rendszerben, ennek @j helyzetében

_.al

TR

Minthogy az AB vector irfnya az Gj 2 tengely irdnydval jelenleg
hegyes sziget képez, igy az a«, positivus, tehdt A is positivus, A=sing.
Szitkségképen ugyanaz lévén a A, a mi eredetileg volt, az eredeti rend-
szerben is positivus elGjellel illeti meg a sin® érték: a (&, 75, Gy) és
(&, 7y, &) vector tengélyének az irdny-cosinusait

1 =(ax.1—}31.0) tA

Biva— Y1 Bs = Y1%:—0% Y3 :"_‘1133“@1“2

a= - e
sy

sing sing
kitejezések hatdrozzik meg, a melyekben 0 a két vector suige.
Ha merdleges egymdsra a két vector, Ggy
a=Fra—B B=Tia—ts, T=0B—P .

Az AB é AC vector tengelyének az irdny-cosinusai nyil-
vénképen

Barn—Tebs Tea—oar: %Bi—Py

sing siny sing
- Glewesek P
és, ha merélegesek egymdsra, gy

Bavi—"2B1r Yooi—aayy, %afi—Bey.

IX. Vectorok értékei

Egy vector hosszinak az értékét a vector nagvsiginak vagy
absolutus értékének is nevezzitk; s ebben az értelemben beszéliink
kisebb és nagyobb vectorokrdl.

Egy vector értéke alatt, igy pusztin, minden jelz6 nélkil mondya,
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a vector nagysfiginak és irfnydnak egyiittesét értjiik. Ehhez képest
egyenl§ vectorok egyenld értékiek, nem egyenls vectorok killombozs
értékiek.

Az absolutus vector érték fogalmét, mint specialist, tartalmazza
egy igen hasznos relativus érték-fogalom, a mely a vectornak egy ten-
gelyhez, vagy dltaldnosabban egy irdnyhoz bizonyos mddon megszabott
viszonydt jellemzi. — Legyen adva egy tengely I. AB vector elejének
a merdleges vetiilete ezen az I tengelyen legyen A’, végének a mers-
leges vetiilete B'. Az A'B’ vector irinya vagy egyez, vagy ellenkezd
az I tengely irfnyfdval. A szerint, a mint egyezs, vagy ellenkezs, az
A'B’ vector nagysdgdt positivus, vagy negativus elGjellel az AB vector
I tengelyen szimitott, vagy I tengelyre tartozd értékének nevezziik.

Jelolje . Ha az ADB vector nagységa »r, és ha e vector irdnya,
meg a tengely irfnya @& szoget képez, gy

t=1cos®,

akfr egyezik, akdr ellenkezik az A'B’ vetiileti vector irinya az I ten-
gely irfnydval. Abban a kiilonds esetben, hogy az I tengely irdnya
maginak az AD vectornak az irdnydval egyezik, ®@=0, tehdt t=r,
vagyis ebben a kiilénis esetben a vectornak az I tengelyen szfimitott
értéke Osszeesik az G absolutus értékdével.

Ha a vector irdny-cossinusai o, f3, v ; akkor a coordinata-tenge-
lyckre tartozd értékei rendre rz, rfﬁ, ry, azaz a componensei. Izért,
hirmely tengelyre tartozd értékét e tengelyre tartozd componensének
is nevezziik.

Legyenek az [ tengely irdiny-cosinusai I, m, n. Akkor

cos@ = ol + fm-yn,

tehdt a vector I tengelyen sziimitott értéke, [ tengelyre tartozd com-
{ -~ D, { + Befiol
ponense
e=r.(al+Bmtyn).

Nem kiilonben, ha & 7, T a vectornak a coordinata-tengelyekre tar-
tozd componensei :

v=El+ym+Cn.

Vildgos, hogy a vectorok egyezs irfnyd tengelyeken szdmitott
értékei egyenldk. :

A természet-tanban az Gsszes alapvetd fogalmak mennyiségi tar-
talmdt vagy egy scalaris, vagy egy szdmérték és egy irdny tolti ki.
Magitdl szembeitlik, hogy az utobbi esetben a fogalom mennyiségi
foglalata vectorral dbrdzolbatd. Csakhogy a vector-képben a hosszusdg
szdmértéke helyett esetenkint mds ¢és mds hatfrozminy szimértéke
gondolandd, mint pld. egy pont ,sehességének®, »gvorsuldsinak“, a
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Jszogsebességnek, szoggyorsuldsnak®, az ,erdnek®, a ,forgatd hatds-
nak¥, az ,elektromos-¢ & a ,migneses momentumnak“, a ,tomeg-
dramlésnak®, az ,elektromos-diramldsnak“ stb. fogalmdban. Mégis a
nvector“ nevet dltalinosabban mindazokra a fogalmakra alkalmazzuk,
amelyek mennyiségi alkotd részét egy szdmérték és egy irdny képesi.
Ebben az dltaldnosabb értelemben gnudolva a ,vector* szot: amelyek
egyenld mennyiségi tartalom mellett is kilonboznek, azokat killombozs
dimensigjiaknak vagy jellegiicknek mondjuk és mennyiségi hatdrozoikat
rendszerint foltiinden kalombozs betii-j -Jegy ckkel jeloljik, milyenek pld
nnnt componensek jelvényei, & 7. C; f, 9, b5 u, v, w; X, Y
"G, H; U, V, W; stb. Kilombozs jellegit vectorok lmturommak

megkﬁl(hnb(}ztetésére alsé indexek haszndlatihoz nem szoktunk folymnodni y
alst indexekkel kozonségesen csak egy jellegit vectorok hatdrozoit kialém-
biztetjiitk meg. A mennyiben kiilombizs jellegii vectorok hatdrozdit is
indexekkel akarjuk megkiilomboztetni, rendszerint fels6 indexeket hasznd-
lunk, pld. ha (:, ut Q) egy pont u. n. elmozdulisa, u. n schességének
a jelolésére (€, 7, §) w. n. gyorsuldsdnak a jelolésére (E, %, Q) alakot
vezetiink be sth.

X. Vector-hatarozok atszamitasa.

Egy coordinata rendszerben egy vector meghatirozdsira szolgdld
componensek legyenek &, 7, §. Egy mds coordinata rendszerben ngyan-
azt. a vectort &, 7/, T hatdrozzik meg, mint compononsek. Nem egye-
bek ezek, mint a vectornak a coordinata-tengelyeken szdmitott Cértékei.
Amazok az els6, emezek a mdsodik rendszer tengelyein szdmitott
vector-értékek. Ha tehdt az els6 rendszerben a mdsodik rendszer ten-
gelyeinek az irfny-cosinusai rendre o;,B,,7; 65 25,00,7a & ag,85,75, Ggy

C=oEHPming
71 =0, E+H{3,7 75,
=a, B3, 74758

A miésodik rendszerben az els§ rendszer tengelveinek az irdnycosinusai
rendre o, ay, o0y &8 By, B, 5 &8 71, Yo, Ys, tehit egyszersmind

E=o E+ayn+a, T,
7= B, E+[5,1‘ +L‘53g_, .
S=1E ey +1sE

Tényileg, ha a hirom els§ egyenletet sorban a,, o, o cosinusokkal
szorozva Osszeadjuk, azutin llﬂ'V{lll.I/O]\dt az egyenleteket sorban [,. By, By
cosinusokkal szorozva adjuk Ossze, azutéin nrvma/ok.tt w egyenleteket
sorban 7, Te, Ys cosinusokkal szorozva 1dJuk Ossze, a mésodik egyenlet-
csoportot kapjuk, mert amiatt, hogy ezek a szorzok egy-egy irdnynak
az irfinycosinusai a mésodik rendszerben :
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o, ey ey =1,
BB +fs2 =1,
Y12+~ 22+-\{32: 1’

¢ amiatt, hogy hirom egymidsra merSleges irinynak az irdnycosinusai,

BitatBaretBars =0,
Y19, HY %ty =0,
o Yyt Beta By =0,

Nem kiilsmben, ha a mésodik hdrom egyeuletet sorban ey, 8, v; cosinusok-
kal szorozva adjuk ossze, azutin ugyanazokat az oy, s, 7, cosinusokkal
srorozva adjuk ossze, azutdn ugyanazokat ag, B3, ys cosinusokkal szorozva
osszeadjuk, az els6  egyenlet-csoportot kapjuk, mert amiatt, hogy ezek
a szorzok egy-egy irdnynak az irfinycosinusai az elsd rendszerben:

%2 +B, 240 =1,
witft =1,
oy 2352y =1,

¢és amiatt, hogy hdérom egymdsra merleges irinynak az irinycosinusai,

o0 +HPafs a1 =0,
o0y +35 B +ys71 =0,
a0l +31 Bat 71 Y. =0.

Az elsé rendszerben szémitott (€, 7, §) vector és a misodikban
sedmitott (£, o, T) vector nagysiga egyenld, mert a kettd ugyanaz a
veetor. Tényileg, ha a

§-3+-,‘2 i ?;-3

kifejezésben a misodik  egyenlet-csoportbdl a jobb  oldalakat  irjuk,
vagy, ha a

§'2+‘I"'3+§'3

kifejezéshen az els§ egyenlet-ccoportbol a jobb oldalokat frjuk, dgy az
irinycosinusok relatiéi alapjdn azonmal folismerhetjiik, hogy a két ki-
fejezés egyenld.

A veetornak a két rendszerbe tartozé irdnycosinusai azonban
ltaldban mind kiilombizok és esak akkor egyenlék mind, mikor a két
rendszer megfeleld tengelyei egyezd irdnytak. Ez az irdnycosinusok
fogalma alapjin kozbotlentl beldthatd. Még pedig, ha a vector irdny-
cosinusai az elsd rendszeren o, 3, v, a misodikban o, B, 7, akkor

o =a o 3,3 Hy,Y, sth.

a=o,ataf3 1oy’ sth.
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Készen kertilnek el§ ezek az egyenletek a componens-egyenletekbdl a
a vector nagysfigival végzett osztds dltal, vagy az el6bbi czikkben
cos & szémdra jegyzett kifejezésbl az I, m, n irdnycosinusok megfelels
helyettesitése dltal.

Forditva, ha egy vector componensei az elsé rendszerben E, 7, G,
a mésodikban &), 7,, &, s, ha

&=, E+Bmt1,C, stb,,

akkor a két vector egyenls, mert

= 4 s
Eo=gv 7)0:71) t.o:S
Ha egy vector irdinycosinusai az els6 rendszerben «, 3,, v, a misodikban
%, Bos Yo Gs, ha
oy =0 B, B+, Y, sth.,
akkor a két vector irfinya egyezik, mert
’ ’ ’
&= Bo=F" Yo=7-

Miutdn egy vector componenseit &t tudjuk szdmitani egy mdsik
coordinata-rendszerbe, konnyt szerrel megformuldzhatjuk egy pont
coordinatdinak az dtszdmitdsdt is. Egy pont coordinatdi a pont origoi
vectordnak a componensei. Jelolje az els6 rendszer orighjit O, a mdso-
dik rendszerét O, a pontot P. A pont két origoi vectora OP és O P
a kovetkezd viszonyban vannak: az O'P vector az OP vectornak &s
az 00" vectornak a kiilombsége :

O'P=0P—00".

A P pont coordinatdi az els rendszerben legyenek z, y, 2. Akkor
2, Y, 2 az OP vector componensei az els§ rendszerben, tehdt zo, +yf3,+27,
stb. a mdsodikban. Az () pont coordinditdi az elsG rendszerben legye-
nek @, b, e. Akkor a, b, ¢ az OO vector componensei az els§ rend-
szerben, tehdt ao, +-b3,+cy; a mésodikban. A P pont coordinatdi a méso-
dik rendszerben legyenck a', y" 2. Ezek az ()P vector componensei a
mésodik rendszerben. Igy

(@, ¥, &)= (xoy+yB,+2y, , -, )—(ao,+bB,+exy , -y )

Minthogy ez egyenletben mindhdrom vector componensei ugyanabba a
rendszerbe tartoznak, t. i. a mdsodikba, ennélfogva

= (@ —a)o, +(y —b)By+(z—c)71,
Y= (x—a)ay +(y-—D)By +(2—C)1q,
& =(r—a)oy+y—Db)3s+(z—c)ys.

Legyen még folemlitve, hogy, ismervén azt az dsszefiiggést, amely
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két derékszog vector irdnycosinusai és bérmelyik tengelyiik irduy-
cosinusai  kozt létezik, ismerjik azt az Osszefiiggést is, amely hdrom,
egymdsra merdleges tengely irdnycosinusai kozt létezik; vgy, hogy
egyenesen folirhatjuk azokat a relatitkat, amelyek egy coordinata-rend-
szer hirom tengelyének egy mésik rendszerbe tartozd irdnycosinusai
kizt fendllanak. Ha ' vector egyez§ irdnyd az O rendszer misodik
tengelyével, & O'C vector egyezd irfnyd az ()" rendszer harmadik
tengelyével, akkor az O rendszer elsé tengelye az O'C & O'D vector
tengelye, foltévén t. i., hogy ez is jobbra fordulé vendszer, tehdit

o =PaYs—Yaollsr Bri=Ta%—%Ys Y1 =%Ys— Yo%
Hasonld médon taldlhatjuk, hogy

e ay I« R s D oy — e e
% =PgY1—YsP1y  Pe=Ts%— %1 (2'—“391—'133“1-
S - RS ay 1@ [ - A
a=Pte— TP Pa=T1%—%Ys  Ta=oBa—P1%-

Xl. Vectorok valtozasa.

Mindig a ma dltalénosan szokott értelemben fogom azt mondani
egy scalarisrél, hogy mds scalarisokkal folytonosan véltozik, avagy hogy
folytonos fiiggvényiik, t. i. a Cavcnvtdl, illetleg Borzaxotdl definidlt
értelemben. Ha tehdt f sealarisrdl azt mondom, hogy u, v, . . scala-
risokkal ezek g, vy, . . értékénél folytonosan véltozik, dllitdsomat gy
értem, hogy elGszor mihelyt w—aw, v-—uv,, . . szdmértéke bizonyos posi-
tivus szdmndl kisebb, mér f (w. v, . .) teljesen meghatdrozott értékkel
bir; misodszor pedig bérmi kis positivus szdmot jelentsen X, létezik
akkora positivus szdm, v, hogy mihelyt w—iu,, v—u,, . . szimdértékre
kisebbek, mint v, mir a

foe, v, o) —fty, o, - )

kiildmbség szdmértéke kisebb, mint A.

De nem ritkdn elsforddl, hogy egy fiiggvénynek bizonyos fol-
tételekhez kotott folytonossigdt kell csak szem el6tt tartanunk. Ennek
a definitioja abban kiilombazik az eldbbitdl, hogy bizonyos egyenlGtlenségi
vagy egyenlGségi relatiok kielégitését koveteli az w, v, . . viltozoktol.

A physikdban killonds jelentSséggel bir az id6tsl és helytsl vald
fiigeés. Az idStartamot attdl az idGpouttél kezdve szoktuk szdmitani,
amelytl kezdve valamely termdészeti folyamatot vizsgdlat tdrgydvi
tesziink. Ha ett6l az id6ponttdl egy tetszés szerinti késdbbi iddpontig ¢
mekkorasdgtt id6 mult el, ugy az id6t6l vald tiggést a ¢ mennyiségtdl
valo figgés képezi. Egy vagy tobb pont coordinatditdl vald fliggés
teszi a helyt6l vald figgést.

A zérus-vector fogalma lehetGvé teszi, hogy bdrmely physikai
targvaldshan  minden idépont szdmdra ugyanannyi vectort vegyiink
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tekintethe, még pedig olyképen, hogy jelleg szerint is minden idGpont-
ban ugyanannyi vectorunk legyen.

E mellett czélszer gy osztdlyozni a vectorokat, hogy egyjellegt
vectorok, amelyek mindegyike mds iddpontba tartozik, s amelyek kozil
minden idépontra jut egy, egy osztdlyt alkossanak. Ibben az osztilyo-
zésban mindig oly mddon jirhatunk el, hogy az egy osztilyt alkotd
vectorok componensei héirom scalarisnak a folytonos  viltoztatdsdval,
még pedig iddrend szerint legyenek elGillithatok. Mindig mér elGzete-
sen foltehetjitkk ennek az elodllitdsnak a lehetdségét, mert toltevésiink
soha semmiféle tapasztaldssal dssze nem ftkiozik, sit igen hasznos elmé-
leti hypothesist foglal magdban.

Legtoljebl litszdlag  ellenkezik a tapasztalissal. Ez a ldtszolagos
ellenkezés mindig annak tulajdonithatd, hogy egyes igen rivid idd-
tartamokban ardnylag igen nagy mértékben kell megviltoztatni a
scalarisokat, legs dabb egyet, hogy a jellemzett eldillitis megvaldsilhasson.

P‘.’lte\'l‘blllll\ jogos & ezélszerd lévén, red timaszkodva, egysze
smind individualis vectorok képzetét alkotjuk : az egy osztilyba sorozott
vectorok sokasiigit egyetlen vector fogalmiha foglaljuk, az idével folyto-
nosan viltozd vector fogalmdba, amelynek a componenseit t.i. hérom,
az iddvel folytonosan Altozd sealaris k(-peyi.

Ha egy ilyen vector mmpnnen\el { idGpontban — vagyis a ¢

idGtartam végén — & %, { gy a nagysiga chhen az idéponthan
\C3+‘I[ g

tehit ez is folytonosan viltozik az iddvel. Ha az irdny-cosinusai, o, 5,7
¢ nagysiga 7 a f idGpontban, Ggy
-

s gt — Any —
ra=E, =1, ry=C.

A mig tehit a nagysiga nagyobb, mint barmi kis hatdrozott positivas
mennyiséyg, az irdnycosinusai is folytonosan viltoznak az idével, midskép
mondva, az irdnya is folytonosan viltozik az idével. De amely ido-
pontban a vector nagysfiga eltimik, ¢ igy & %, T zérussd vdlnak, abban
az iddpontban az irdnycosinusok folytonossig-szakaddst  szenvedhetnek,
a vector irdnya mésha csaphat at, mint amibe a vectornak az eltiinése
el6tt convergdlt.

Miutén, az id6bheli folytonossig alapjin osztilyozvin a vectorokat,
a vector-egyén fogalmét megull\ottul\ most ezeket a vector-egyéneket o~/t.1-
Iyozzuk. Osztélyozésuk egy szitkséges modjit jelleg szerint vald kiilom-
hinésiik s/nlwu]t.tt](\ De midén e«ne]le"u vectoregyének végtelen nagy
szdmmal forddlnak elG, akkor szitkséges ezek .m.t]\tu us (l\lt.Ll\'()Ld\:l is.

Ez az osztdlyozds mindig hely szerint alora vezethets vissza 6s
szintén  folytonossdgi  hypothesisre  tdmaszkodik, t. i. a helylyel jird
folytonossdg  hypothesicére. Mindig foltehetjitk, hogy egyjellegi vector-
egyének egy osztilydhoz jutunk, ha hirom scalarist az idének & egy,
gy tobb hely coordinatdinak bizonyos folytonos flggvinyéve teszik
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azzal a rendeléssel, hogy ezek a helyek egyes vonalak, foliiletek, tér-részek
egy-egy “tetszés szevinti pontja lehessenek, mid6n aztén a scalarisoknak
a vonalok, foliletek, térrészek kiilomboz6 pontjaihoz tartozé értékei
szolgfiltatjdk egy osstdly széméra a vector-egyének componenseit, s ily-
képen az osztdlyozds teljesen kimerithet6.

Ez a foltevés ép oly fontos elméleti hypothesist képez, mint az
el6bbeni. A tapasztalds el6tt mutatkozé kivételek ebben is ldtszélagosak-
nak tekinthet6k. De ennek a kovetésében mér csak kiilsé forma szerint
egyénitiink, amennyiben a hely szerint egy osztilyba sorozott vector-
egyénekrdl esetleg tdgy beszéliink, mint egyetlen vectorrdl, amely az
id6vel és a helylyel vagy helyekkel folytonosan véltozik, ezek folytonos
fiiggvénye, amivel azonban nem akarjuk azt mondani, hogy egy idGben
létez8 vectorokat egynek tekintiink, s csupdn analyticus szempontbol
beszéliink igy, hogy a vectorok egyideji sokasfgénak hely szerint gondolt
folytonossdgdt egyszerdbb kiils¢ forméban térgyalhassuk. Pld. ebben az
értelemben itt hasonlé médon kovetkezik, mint az elébb az idGvel vald
viltozéskor, hogy a helylyel vagy helyekkel folytonosan véltozd vector
nagysfiga is folytonosan véltozik, s a mig a nagysfga zéruson folil
van, irdnya is folytonosan véltozik a helylyel vagy helyekkel.

Physikai fogalmak, amelyek mennyiségileg scalarisok, szintén kove-
tik az id§ és hely szerint vald folytonossig elvét.

Physikai fogalmak mennyiségi tartalmét képezs egyjellegi vectorok-
nak, valamint scalarisoknak ez a kétféle analyticus osztélyozfisa egyiitt
véve, vagyis a folytonossig elvén id6 és egy vagy tobb hely szerint
vald osztdlyozéisuk mindig teljes analyticus oOsszefoglaldst és szétvilasztést
képezhet, t. i. Gsszefoglaldst az egyes folytonossfigi osztélyokba és szét-
vildst az egyes folytonossfigi osztdlyok szerint.

Azonban alakra nézve tényileg nem mindig kézbitlen az. Nem ritkén
el6fordil, hogy physikai fogalmak mennyiségi tartalmét képez§ vectorok,
vagy scalarisok, illetSleg az el6bbiek componensei, kozbotlendl Ggy tekin-
tend6k, mint més scalarisoknak, mds vectorok componenseinek a fiigg-
vényei, vagy ezeknek és az id6nek és egy vagy tobb helynek a
figgvényei, s anynyiban tekinthet6k mégis csupin az id6 és egy,
vagy tobb hely figgvényének, amennyiben ezek az utdbbi scaldrisok
és vectorok az id6 és egy vagy tobb hely fiiggvényei. Egy vector
componenseit6l vagy bérmely hatéroz6itol valé figgést roviden a vector-
tol valé figgésnek mondjuk. Ebben az értelemben scalarisok, vectorok,
amelyekt6l mésok fiiggenek, szintén figghetnek scalarisoktdl, vectorok-
tol, amelyek az id§ és egy vagy tobb hely figgvényei sit. A fiiggések
lefelé kovetése mindig az id6re és egy vagy tobb helyre szoritkozd
fliggésig juttat.

Legyen folemlitve itt, hogy ezt a sz6t: értéktartomény, ugyan-
abban az értelemben haszndljuk a vectorokra vonatkoz6lag, mint a
scalarisokra vonatkozdlag.

Végre: egv vectornak egy értikbsl egy mésikba véltozdsdén nem-
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csak a véltozés tényét értjiikk, hanem igy nevezzitk a vector @j értéké-
nek és el6bbi értékének a kiillombségét is. Hogy mikor értjiik a viltozds
tényét, mikor ezt a kiilomséget, dllitdsaink forméjdbol mindig kittnik.
Mennyiségi értelemben egy vectornak AB értékb6l AC értékbe vilto-
zhsa BC vector; (§ n, C) értékbsl (€, o, ) értékbe véltozdsa (£'—E,

—, §- ©) vector: ha AB vector megvéltozisa BP, akkor @j értéke
AP, ha (§ 7, 0) vector megvéltozéisa (&, 7y, §), akkor @ értéke
(E+E&, M+, §+G). Megfelel6 mennyiségi értelmet tulajdonitunk egy
scalaris megvéltozdsdnak.

XIll. Végtelen kis valtozok.

A physikdban nagyon megkdnnyiti a térgyalfsokat a végtelen
kicsinyek fogalma. Voltaképen két killomboz6 fogalom ez: a végtelen kis
viltozok és a végtelen kis részek fogalma. Ezittal az elsdnek oly
dltaldnos meghatdrozdsdt fogjuk ldtni, amely a physikdban szoros szitkség-
letet szolgdl. A mésikrél a geometriai integralisok tandban leszen sz6.

Legvenek ebben az identitdsban :

I=dig
I', ¢, ¢ scalarisok vagy vectorok az u, v, . . scalaris viltozok fiiggvényei
¢s folytonosak az wu, v, .. véltozdk zérus értéke mellett

Tegyiik fol, hogy mihelyt u, v, .. szmértéke kisebb, mint p,
mér ¢ érték-tartomdnya igen kiesi ¢ érték-tartoménydhoz képest. Akkor
I’ érték-tartomfnyénak a nagysfiga ardnylag igen kicsit kiilombdazik
¢-ének a nagysfgitol. Azonban a két érték-tartomény maga éltaliban nem
igen kicsit killombozik egymdstdl, teljesen egyméson kiviil is fekhetnek,
és ha van kozds részikk, ez dltaldban épen nem megfelelGen kozos. De
ha ¢ nagysfgdinak fels6 szdmhatéra igen kicsiny, akkor a két érték-
tartomény nem csak nagysdgra, hanem tartalomra nézve is igen kicsit
kilémbozik.

Tegyitk f61 mér most, hogy bdrmi kis szémérték legyen v, léte-
zik akkora szémérték, p, hogy mihelyt u, v, .. f6lsd szdmhatéra kisebb
mint p, mér ¢ nagysfiginak f6ls6 szémhatdra kisebb, mint v és a ¢
értéktartomény kisebb, mint a ¢ értéktartomdnynak a v-szérose.

Gyakran beoszthatd egy I figgvény oly mddon egy, vagy tibb-
féle képen két, O és ¢, résure, hogy ez a féltétel teljesiil, és ha mennyi-
ségi vonatkozéisokban — egyenletekben, egyenl6tlenségekben — az I¥
fiiggvény helyett az egyik vagy mésik ¢ fiiggvényt hasznéljuk, Ggy
e foltételbsl folyodlag u, v, . . fels8 szmhatira megszabhatd oly kicsinyre,
hogy azok a vonatkozdsok, valamint a bel6lik vonandé kovetkeztetések
egbszen tetszésre meghatdrozott kicsinél kisebb mértékben térnek el
az I’ figgvényhez tartozéktol.

Ilyenkor rendszerint czélszert is valami okbél ez a helyettesités.
Pld. analysisbeli nehézségek elker(lésére szolgdl, termékeny fnltnrr isok-



hoz segit el. Vagy az I fiiggvényt nem is ismerjiik é nem tudjuk
meghatdrozni, ellenben megftelels ¢-téle hatdralakjat valami médon
fol tudjuk ismerni: Kz esetekben tényileg haszndlatba veszsuiik.

De egyszersmind az u, v, . . . viltozoknak esakis arra a rendeltetésre
tulajdonftunk f6lsd  szmhatirt, hogy az dsszes elGforduld mennyiségi
vonatkoziisokat bérmi tetszésre megszabhaté kiesimynél kisebh eltéréssel
elégitsék ki, Ebben a kikdtéshen mér végtelen kicsinyeknek nevezziik
az u, v, . .. viltozokat.

Ha a végtelen kis vdltozok mds véltozok megviltozdsai, akkor
differentialéknak, az illetd viltozok differentialéinak nevezzikk azokat.
Definitidjukbol folyélag a differentialis szémitds szabdlyai ald esnek.

Ha egy veetor componensei végtelen kis véltozok, akkor a vector
nagysiga is végtelen kis véltozd, s a vectort végtelen kis vectornak mondjuk.

Az a vector, a melynek a componensei egy mds vector eompo-
nenseinek a differentialéi, ennek a vectornak a megvéltozdsa, tehit e
vector végtelen kis megviltozdsinak, vagy differentialéjdnak nevezziik.

A végtelen kis® jelzd helyett egyszerliség kedveért kozinségesen
az ,elemi“ jelzGt haszndljuk a leirt értelemben.

Mellesleg tegyiik ast az észrevételt, hogy midon az I o, ¢ fiige-
vények vectorok és nagysiig tekintetében hatdrfoltételimknek eleget tesz-
nek, esupdn e végbl nem szikségképen vald, hogy mindhdrom componen-
sitk eleget tegyen hatdrfoltételiinknek, és pedig egy vagy két componensiik
az értékcartomdnyok terjedelmi viszonyit illetéleg ellent is mondhat annak.

Legyenek ugyanis az F, ¢, ¢ vectorok componensei rendre

‘11 -E_’,t 3
"l)l’ 4’2' "!)3’
P P2 Ps-

Minthogy
r=dt+o
ennél fogva
1 =4+,
Ly=d,+9,

F={, 4.

Ha meg is engedjiik, hogy ez identitasokban egy vagy két g-compo-
nens csak a folsd szémhatdrra nézve teljesiti hatdr-foltételiinket, azért
a vectorok nagysdg tekintetéhen mégix egészen teljesithetik. A vectorok

identitasaban, t. 1.

(Fyy Fyy Fy)=(d1, Yoy $3)1 (91, 93, P5)

a jobb oldal mdsodik tagja nemesak nagysdginak fols6 szdmhatdrdval
felel meg hatirtiltételiinknek, de azzal a szdmardnynyal is megfelelhet
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neki, amelyben absolutus értéktartoménydnak a terjedelme van az els§
tagénak a terjedelméhez. Mert még akkor is, midén két g-componens
ellenkezik hatdr-foltételiinkkel értéktartomény tekintetében, a g-vector
nagysfgdnak, t. i. a

Vorttyti gy
fiuggvénynek és a ¢ vector nagysigdnak, t. i. a

Vb e 1,
figgvénynek az értéktartomdnya kielégitheti azt terjedelmének a hénya-
doséival a harmadik componens révén.
Legyen még folemlitve, hogy az F és ¢ fiiggvény rendszerint
a kovetkez6 alaki viszonyban van egymdshoz :

F=F(uuv,v,...),
p=F(u, 0, v, 0,...).

XIll. Vectorok elemi megvaltozasa.

1. Ha egy vector componensei &, 7, G, és ezek elemi megvéltozésa
dg, dn, df, Ggy a vector elemi megviltozéisa

d(§, 1, Y =(dg, d, df).

Jelolje @, B, y a vector irfinycosinusait, r a vector nagysdgit.
Akkor

E=ra, 7=1rp, C=ry.

Ha tehdt a vector elemi megvéltozdsiban a vector nagysiginak
az elemi megvéltozdsa dr és irfnycosinusainak az elemi megviltozéisa
de, df, dy, gy

dE=adr+rde,
AG=Rdr+rdp,
dG=ydr +rdy.

Eszerint a vector elemi megvéltozdsa ennek a két elemi vector-
nak az Osszege :
(eedr, {Sdrf, ydr),
(rdec, rdf3, rdy),

amelyek elseje a vector nagysfginak, mésika a vector nrdnydnak a
megviltozdsibol ered: az els6 fiiggetlen a vector irdnyvaltozdsitol, a
misik fliggetlen a vector nagysfigviltozdsitol és ha csak a vector nagysdga
viltozik meg, akkor csak az elsG létezik, ha csak a vector irdnya vélto-
zik meg, akkor csak a misodik létezik. Az elsGt a vector elemi nive-
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kedésének, a mdsodikat a vector elemi elforduldsinak nevezziik : egy
vector elemi megvéltozdsa elemi novekedésének és elemi elforduldsinak
az Oszzege. Czélszerti mindkett6t kifejezni a vector hatdrozdi és a vector
elemi megviltozfisinak componensei 4ltal.

Az elemi névekedés nagysfga dr vagy —dr, aszerint, amint
dr positivus vagy negativus, tehdt aszerint, amint a vector nagyobbo-
dott vagy kisebbedett. Ennek a meghatérozésa végett szorozzuk meg
hirom kifejezésiinket rendre «, B, y irdnycosinusokkal, azutén adjuk
ossze Gket. Minthogy

ad+34y2=1,
s gy
ada +3dB+ydy=0,

ennélfogva a kivetkezs eredményhez jutunk :
dr = ad&+3dy+ydg,

tehdt dr a vector elemi megviltozésinak a vector irdnydn szimitott
értéke. Ennek az absolutus értéke az elemi ndvekedés nagysiga. Asze-
rint pedig, amint positivas vagy negativus, az elemi ndvekedés irdnya
egyez§ vagy ellenkez§ a vector irfinyéval, irdnycosinusai «, B, y vagy
—a, —3, — 4. Componensei ezek :

adr = (adE+pdy +7dC)=
pdr = (xdg+Bdn+ydC)p
rdr = (edE+3dn+ydl)y.

Mdr most egyenesen folirhatjuk az elemi elfordulds componensei-
nek a kivint kifejezéseit is:

rdo = dg—(ad&+pby+ydQ)e,
rdf = dn— (xd&4 Bdn+vdQ)B,
rdy = dg—(ad&+3dn + Sd8)y.

Més hasznos alakokban kapjuk ezeket, ha a hdrom jobb-oldali els¢ tagot
megszorozzuk az egyséz a+3?+y? alakjdval. Eljink a kovetkezd rovi-
ditésekkel :

pdC—ydn=rdu,
rdE—adf=rdv,
ady—RdC=rdw.

Akkor a jelzett alakok a kovetkezsk :

rde=_gdv—mrduw,
rdp=Egdw—=Cdu,
rdy=ndu—E&dv.
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2. A vector elemi elforddldsinak szogérsl és tengelyérdl is beszé-
liink. Szogén az Gj és a régi vector szogét, tengelyén az 4j és a régi
vector tengelyét értjiik. Jelolje a szoget 0. Ennek a sinusét kitejezi (VII)

sin?d0 =[(B +dB)y—(y +dy)B]*+.+.,

honnan
(16)3 = (r— iy
Beirva ide de helyett (dE—oadr): v stb., taldljuk azt is, hogy
(d0)2 = (dw)2+(dv)2+(dew)2.
Az elemi elfordulés tengelyének az irdnycosinusai (VII)

(B+dByy—(r+dy)B

sth.
sindf

azaz
vdp ——fﬂi{
do

Ugyaniigy jérvén el, mint épen az imént, leljiik, hogy e tengely irdny-
cosinusai

s sth.

e dv 4
ay’ a0’ db

A duw, dv, e elemi  véltozoknak egyszerd  ondllo  jelentményiik
van. A (g 7, §) vector geometriai képének az elejét tegyiitk az origdba.
Azutin végének az 2 tengelyid vectordit (II) forditsuk el az @ tengely
kordl du szog alatt (I), y-tengelyd vectorit az y tengely kordl dv szig
alatt, z-tengelyd vectorfit a z tengely kortl dew szdg alatt. A hérom
elemi elfordulds Gsszege a (&, 7, §) vector elemi elforduldsa.

Legyen ugyanis az 2 tengelyd vector (£, 7, T). Akkor clemi
elforduldsfnak componensei, megfelels jelolések szerint ezek :

r'de’ =C'de'—du’

rdp =Edw'—Cdu,

rdy’ =ydu’'—gdv'.
Ennek az elemi elforduldsnak a szige a foltevés szerint | du| nagysigh
és positivas  elfordulds tengelyének az irdnycosinusai, aszerint, amint
du positivus vagy negativus, 1,0,0, vagy —1,0,0. Igy

d0' =] du |

dw’ du @ dw’
iy =0, e =0
0" |de a7 a0m v

és kovetkezdleg
dw'=du, dW'=0, dw'=o.
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Miésfelsl a (€, 1/ ') vectorkép elejének a coordinatdi & o, 0
végének a coordinatéi & v, §; tehdt a componensei

= ’ vr__ e
€ =0, 7 =7 § =6

Tack szerint az a-tengelyd vector elemi elforduldsa, ha du szog
alatt torténik, ezekkel a componensekkel bir:

rda’=o, r'df'=—=Cdu, r'dy’'=ydu.

Hasonldlag taléljuk, hogy az y tengelyd vector elemi clforduldsa
ha dv szog alatt torténik,

r"da”"=Cdv, "df" =0, r'dy"=—Edv

componensekkel bir, és a z-tengely vector elemi elforddldsa, ha dw
sz0g alatt torténik,

rda" =—ydw, r"af"=Edw, r"dy=o
componensekkel bir. A hdrom clemi elfordulds Gsszegének a compo-
nensei tehdt:

e "

rda’Hrda 4 " da" = {de—ndw =rde, stb.

XIV. Vectorok derivaltjai.

Legyen egy vector egy scalaris folytonos fiiggvénye ennek ¢, és f,
értéke kozott. B két érték kozott foglaltassék a scalarisnak a ft‘ﬁ t+h
értéke ¢és a vector megfeleld értékei legyenek (&, 7, §) és (8, 7, €).

Vegyiik tekintetbe a kovetkezd hényadost (VI):

(&”_‘“’_’_“;’) ( 1" ‘e) (C ——Cs 7[ 'Ayly ‘a _k)
]l» A

Akér positivug, akér negativus a i, és bdrmely szabdly szerint
viltostassuk zérus felé, legyen, hogy a hényados szabott hatérértékbe
convergél, amely mindig egy és ugyanaz a vector. Akkor azt mondjuk
a vectorrél, mint ¢ fiiggvényérsl, hogy a ¢ értéknél derivélhatd, és ezt
a hatdrértéket derivéltjinak nevezziik.

A hényados igy is irhaté:

§—& 71— T—X
( h 2 hn’ kh )

Ennélfogva, ha a vector componensei derivdlhatok, a vector is derivélhato,
s megforditva, & a vector deriviltja az a vector, amelynek componensei
rendre az G héirom componensének a derivdltja.
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Symbolicus jelolésekben

dic,_*q, g) (d", dz, (lg) ((IE dy A€
at at at

at dt

a vectornak, mint ¢ figgvényének a derivdltja a ¢ értéknél. Amennyi-
ben gy jelentkezik, mint a vector elemi megviltozisinak, differentialéjd-
nak, a scalariséval képezett hdnyadosa, a vector differentialis hénya-
1lo>4ind,l\ is nevezzitk. Ugyanazért differentiilhatonak is mondjuk a vec-
tort egyértelemban derivilhatosdgdval.

Scalfiris fiiggvények m:w:wabl) rendi derivéltjainak az analogidjdra
definidljuk vectorok magasabb rend derivéiltjait is, valamint ezek jelolési
moOdjdt: ha a ¢ értéknél derivilhatd vector derivéltja is derivdlhaté a
t értéknél, dgy ennek a derivéltjdt nevezzitk az eredeti vector mésod-
rendd, vagy mésodik deriv: dltjdnak sit. és frjuk:

d2E, n, ©) d(d& dn ag
der T a\at at ar

l(lc 1117‘ (K) = (tl e il d"")
- W= T—
dt dt dt die A de

Middn tobb scalarisnak a fiiggvénye egy vector, megteleld mdodon
definidljuk és jelsljitk partialis derivltjait a scaldris figgvények partialis
deriviltjainak hasonlatdra. Tekintettel arra, hogy mindig a componen
sek derivdltjaival van meghatirozva, mint componensekkel a derivilt
vector, konnyid beldtni, hogy, ha tobbféle sorrendben derivdlhatd egy
veetor bizonyos scalarisok  szerint s egyik sorrendben ugyanannyiszor,
mint a masikban, mindegyik sorrend ugyanazt a derivilt vectort szolgdl-
tatja. Legyenek a sealarisok egy sorrendben Py Py -« P, Ggy, hogy
a kilombozi >/a11110111 P viltozok kozt azonosok ix lehessenck. U gyan-
azok a véltozok mds sorrendben ¢y, ¢y, . ., . legyenek, és te'rvul\ fel,
hogy létezik

0"(&, S Q 0*& 1, §
es T ey
al’u 0P20P; 0. . 0501,

derivilt. Akkor létezik a componensek két megteld deriviltja is, és a
kettd egvenld, tehdt ez a kettd is egyenld.

Mivel a derivdlt componensek a derivdlt vector componensei,
ennélfogva mindazok az algebrai tételek, amelyek megilletik a seala-
risok (l(‘l‘l\'dlt]dlt megilletik a vectorok deriviltjait is, természetesen a
vectorokra nézve definidlt algebrai miveletek koréhen. Pld. vectorok
Osszegének a deriviltjn s a derivdlt vectorok Osszege egyenld, scaliris
&3 vector szorzatinak a derivdltja annyi, mint az az Osszeg, amelynek
tagjai: a vector deriviltjdval szorzott scalarisx &s a scalaris derivéltjdval
szorzott vector sit. Ugyanaz 41l a differentialékrdl.



Tovibbi cgy vector, mint figgvénynek a figgvénye nemkiilém-
ben a scalarisok (1ouvulas‘inak alaki szabdlyait koveti. Nevezetesen, ha
a p scalaris ¢ scalaris fiiggvénye és mint ilyen derivélhatd a ¢ érték-
nél, a ( 7, ) vector pedig p fiiggvénye és mint ilyen, derivilbatd
amédl a p értéknél, amely a ¢ értéknek felel meg, akkor

A€ 78 _dE 78 dp

.~ dp dt

mert

«l(c, 7, Q) <<lg «l'q (lg) (dg dp d'q (lp dg dp)
dt

at at’ at dp dt’ dpdt’ dpat.

- (d; d'q (h,) dp
dp dp dp/ dt
Sth. stb.

XV. A hely fiiggvényei.

Azt o scalarist és vectort, amely ecgy pont coordinatdinak a
figgvénye, elnevestik a hely figgvényének (XI) s azt a scalarist és
vectort, amely egy vector componenseinek a fiiggvénye, elnevestik
vector fiiggvényének (XIT).

Vectort ponttal és pontot vectorral lehet meghatirozni. Vectort
czélszerdien hatfirozunk meg p(mttal oly mddon, hogy a vectorkép
kezdetét az origbba, vagy mds llxe(r~ml)()tt ponthelybe teszsziik, ¢és
bérmiként véaltozzck a vector, ke)gnek kezdetét ott tartjuk. Ekkor
meghatfrozza a vectort az a pont, amelyben képének a viége vagyon.
Pontot czélszerden hatdrozunk meg oly vectorral, amelynek a képe az
origoban, vagy mds megszabott ponthelyben kezdddik és a meghatdro-
zandd  pontban végzGdik, bérmiként véltoszék is ennek a pontnak
a helye.

Ebbsl folyolag a hely figgvényeinek &s egy vector fiiggvényei-
nek a tana kozt analyticus tartalomra nézve nines killombség. Azonban
mégsem csupdn tdrgyaldsuk nyelvében kiilombéznek, hanem abban is,
hogy az alk: almazgisok viégett szerzends analysisbeli ismeretek kozott van-
nak olyanok, amelyek, lcgal.ibb ma még, csupdn a hely fiiggvényeit
illetleg szitkstgesek. Ezért, de azért is, mert a hely fiiggvényeirsl
beszéls  nyelvkészlet  gazdagabb, kiozbitlentl a hely figgvényeivel
foglalkozunk. A roluk sz6loknak egy vector fiiggvéuyére illG értelmezése
magitol addédik.

Tovabbé, ha egy vector a hely fiiggvénye, tgy componensei is a
hely fiiggvényei; kovetkezdleg elégséges a hely scalaris fiiggvényeinek
analyticus tdrgyaldsdra szoritkozui.

Bizonyos szdldstormdkkal élink, amelyck a fogalmazisok hasznos
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egyszerlisitésire szolgflnak. Ezek jellemzésére eclegendGk lesznek az itt
kovetkezid megéllapitisok.

A fiiggvény értéke, folyonossiga, derivilhatésdga egy pontban
tgy értendd, hogy a pont hel) ét lneo'hat.ar(m) eoor(lmfxm-ertel\el\nel

A fu{,gvenv értékei, crtcl\t.u'tomz’mv'l egy vonalon, folileten, egy
térrészben, annyi, mint a vonal, foldlet, térrész pont‘]‘ub.\. tartozd tiggvény-
értékek ¢s ezek tartoménya

A figgvény véltozdsa egy vonalon, egy folilleten, egy térrészben,
a coordinatik oly véltozdsira vonatkozik, amelynek folyamén a pont
a vonalon, a foliileten, a térrészben tartozkodik. Ehhez képest, ha ki
van kotve, hogy csakis egy folileten, vagy csakis egy vonalon véltoz-
hassék a fiiggvény, akkor gy jelentkezik, mint két, illetGleg egy véltozd-
nak a figgvénye, mert a coordinatik mint két, illetSleg egy viltozd
fuggvényei fejezhettk ki.

A fuggvény folytonossiiga, derivilhatdsiga egy vonalon, folileten,
egy térrészben, korldtlan folytonossdga, derivilhatdsfiga a vonal, foliilet,
térrész pontjaiban.

A fiiggvény folytonossiga, derivilhatiosiga egy vonalban, folilet-
ben, kizéirolag azon a vonalon, folileten vi thom tiiggvény folytonossigat,
(1envaillmtu.~zwit jelenti a vonalnak, folilletnek a pontjaiban, mihez I\epe\t
egy, illetGleg két fiiggetlen valtozd szerint gondolt korldtlan folytonos-
pig és derivi llhfltonw az, legaldbb bizonyos értékhatirok kozott.

Midén egy hatdrolt vonal, vagy egy hatdrolt folilet, vagy egy
térrész belsejét emlitjiik, akkor a hatdrokat nem szdmitjuk : vonal hatér-
pontjit, illetéleg hatfrpontjait, ha tobh van, folilet hatirvonaldt, illets-
leg hatérvonalait, térrész hatdr-foliletét, illetGleg hatdrfoliileteit Allitd-
sainkbol kizdrjuk.

Midén azt mondjuk egy figgvényrdl, hogy dltaldban folytonos
egy vonalon, egy vonalban, egy fnluleten egy toliiletben, egy térrészhen,
azt tgy ért-jilk, hogy egyes pontuk, 1lletoleu egyes pontok, vonalok,
illetGleg egyes pontok, vonalok, foliletek kn‘etelével folytonos, és min-
dig ugyanabban az értelemben mondjuk egy fiiggvényr6l, hogy dltaldban
derivélhaté. Emellett megjegyzends, hogy egyes pontokon, vonalokon,
folileteken mindig olyanokat gondolunk, amelyek bérmely véges térben
véges szdmuak.

XVI. A helytdl fiiggés kiildndsségei.

Haszndt veszi a physika a hely oly fiiggvényeinek is, amelyck
egyes pontokban nem folytonosak, nem folytonosak egyes vonalok, f6lii-
letek egyetlen pontjiban sem, egyes hatdrolt vonalak, hatdrolt foliiletek
belsejének egy pontjiban sem folytonosok, ¢s haszndt veszi oly fiigg-
vényeknek is, amelyek bizonyos vonalok kordl az aldbb meghatérozandd
értelemben tobb értékiek, mely vonalok szima végtelen nagy is Iehet,



s Osszeségiik folytonos geometriai alakzatokat, folilleteket vagy téreket
alkotd vonalsereg is lehet.

Az ily figgvények vagy esak segédeszkozok physikai fogalmak
analyticus meghatérozdsiban ; vagy egyeneseu 6k maguk szolgdlnak
ugyan physikai fogalmak mennyiségi meghatdrozdsfra, de nem mint
a hely fiiggvényei, hanem, mint coordinatik kozbenjirdsdval az idd
fiigevényel, és e mindségiitkben alkalmazdsuk korldtai kozott teljesen
kovetik a folytonossdg elvét (XI); vagy a kivetkezs rendeltetéssel
birnak : Majdnem minden fuggvény, amely physikai jelentménynyel
bir, bizonyos térrészeken korosztil, amelyek egy, vagy két, vagy hirom
dimensio szerint igen kicsinyek, igen rohamosan véltozik, jollehet ezek-
ben is folytonosan vdltozik a helylyel és egyébiitt oly fiiggvénynyel
azonos, amely ezekben a térrészekben foglalt foliileten, vonalon, pont-
ban nem folytonos, méshol folytonos. Ezeknek a térrészeknek a bel-
sejére nézve az igazi fliggvények viltozdsdrol kozonségesen semmi
osmerethez sem tudunk eljutni, vagy csak igen hifnyosokra tudunk
szert tenni. Ilyenkor az igazi fiiggvények helyett a folytonossig-szakadd-
sos fiiggvényeket haszndljuk ezekben a térrészekben is, minek meg-
felelGen e téirészek helyett folileteket, vonalokat, pontokat tartunk
szdmon, mint  kalonés geometriai  alakzatokat és  helyeket, t. i.
a substitudlt figevények folytonossigit szakitd folileteket, vonalokat,
pontokat. Természetesen, azok az analysisbeli eredmények, amelyekhez
e fiiggvények alkalmazisa elvezet, physikai tekintetben csak az ily
folilleteket, vonalokat, pontokat tartalmazd igen kis térrészeken kiviil
érvényesek. Mégis hasznos lehet a helyettesités, mert némely koévetkez-
tetésekben a tirgyalds egyszertsitésére szolgdlhat amiatt, hogy kiilonds
térrészek helyett kiilonds folileteket, vonalokat, pontokat kell esak
szem elGtt tartanunk.

Physikai alkalmazésok szempontjdhdl a  folytonossdg-szakadds
némely fajai kivdld érdekkel birnak. Izek jellemzését adjik a kovet-
kezd megkiilomboztetések :

1. A fiiggvény a viltozd helybdl egy dllandé helybe mutatd vec-
tor irnycosinusainak és a viltozd hely coordinatdinak mindeniitt folyto-
nos fliggvénye.

2. A viltozdé pontbol egy adott vonal legkizelebbi pontjdba
mutatd  vector irdnycosinusainak s a  viéltozd pont coordinatdinak
mindeniitt folytonos fiiggvénye. Altaldban csak a vonal ponjaiban sza-
kad meg a fiiggvény folytonossigr. Ha olyan ez a vonal, hogy Dizo-
nyos ponthelyekhez egynél tobh legkizelebbi pontja tartozik, tgy ezek
a ponthelyek is folytonossig-szakadds helyei.

3. Egy vagy tobb folillettel részekre osztott tér minden egyes osztdsi
részében folytonos a fiiggvény (XV), de aszerint, amint két vagy tobb tér-
rész kozos pontjdba az egyik, vagy miasik térrész belsejébdl érkezik meg a
véltozd ponthely, dltaliban més a tiiggvény értéke a kizos pontban, tehit
a hatdrfoliileteken dltaldban kéttéle értékei vannak a fiiggvénynek, az egyik
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ragy mésik félék aszerint, amint két hatdros térrész egyikéhez vagy misikd-
hoz szémittatik a kozos hatérfolilet. A figgvény ilyetén folytonossig-
szakaddsdnak hatdrozott mennyiségi jelentményt is tulajdonitunk és, ha
egy hatdrfilillet egy pontjaban, mint 7"tér pontjiban a figgvény értéke
f', mint 7""tér pontjdban pedig f”, Ggy azt mondjuk, hogy abban a
pontban a 7"térbol a T"térbe f"—f" a figgvény folytonossig-szaka-
dfisa, s ha esakis 7" és 7'"tér kozds pontja ez a pont, azt is mondjuk,
hogy benne a filiilet (') oldaldrél () oldaldra f”—f" a fiiggvény foly-
tonossfig-szakaddsa.

4. Egy pontban, egy vonalnak, egy folilletnek pontjaiban, egy hatdrolt
vonalnak, foliiletnek belsé pontjaiban végtelen nagy a fiiggvény. Kkkor
tovabbi megkiilombiztetés végett vegyilk szdmba a viltozd ponthely-
nek attél a ponttdl, illet6leg annak a vonalnak, foliletnek a legkdoze-
lebbi pontjétol vald tdvolsdgdt és szorozzuk meg a figgvényt a tivol-
sdg valamely hatvénydval. Ennek a hatvinynak a  kitevGjét jelolje .
A figgvények egy neménél a ponthoz, illetGleg a vonal, a folilet
minden pontjshoz, a hatdrolt vonal, folilet belsejének minden pontjd-
hoz rendelhets oly hatirozott n ¢érték, hogy a szorzat nem végtelen
nagy és nem is zérus benniik. Az ilynemi figgviny beszédmddunkban
algebrai végtelen nagy a pontban, a vonalon, a folilleten, a vonalnak, a
faliiletnek belsején &s részletesebb elnevezéssel annyiad rendi végtelen nagy
a killombiozg pontokban, ahdnyadfok az a hatvdiny, a melylyel szo-
rozva nem végtelen nagy & nem zérus. Ha nem algebrai a végtelennt
vilds, tgy transcendensnek mnevezzitk. Algebrai viégtelen esetében et
a tovdbbi megkillomboztetést tesszitk : az a hatvdnyos szorzat, a mely
nem végtelen nagy & nem iz zérus a kiloénds helyeken, vagy folyto-
nos ezeken a helyeken ix, tehdt hatdrozott értékkel bir, vagy nem, és
ehhez képest hatdrozottnak vagy hatérozatlannak nevezzilk a tiggvény
vigtelen nagy értékét is. A transcendens viégtelen nagy figgvényér-
téket hatdrozottnak mondjuk, ha zérusndl nagyobb bérmi kis » mellett
zérus, vagy ha bérmi nagy n mellett végtelen nagy a hatvinyos szor-
zatunk ; & pedig az elsG esethen logarithmusinak, a mdsodikban expo-
nontialisnak nevezzitk. Végil tegyilk azt az &szrevételt, hogy, ahol
végleten mnagy a fiiggvény, ott nem lehet folytonos: ez egyenesen
kivetkezik a folytonossdg difinitiojabol. (XT.)

A bevezetGben jelentett tobbértékiség jellemzésére szolgdl, ami
itt kovetkezik.

1. 7 tér minden pontjiban, vagy egyes pontok, vonalak, foliile-
tek kivételével minden pontjdban tobb értéke van a fiiggvénynek, &
oly kiilonds egyszeresen GsszefiiggG  vonal hizidik 4t rajta, vagy
oly kiillonds tobbszordsen osszefiiged  vonalat tartalmaz az a  tér,
amely ezekkel a sajdtossdgokkal bir: A 7' tér birmely egyszeresen
osszefiiggd részit szemeljitk ki, ha belsejének a kiilonds vonallal nines
kozis pontsora, akkor és csak akkor, a figevény a maga Kilombizd




értékei szerint 7' e riszében kiilombozé fiiggvények foglalata, amelyek
egyenkint egyetlen értékkel birnak és folytonosak a térrész minden
pontjiban. De a 7' tér egy tobbszordsen Osszefiiggé részérdl csak
akkor 4ll ez, ha vagy nem o6vedzi kéril a kiilonés vonalat, vagy nem
lényegesen Ovedzi, azaz, tobbszirds Osszefiiggésének megorzése mellett
Ggy deformdlhatd, hogy a deformdlds utdn nem ovedzi, jollehet a defor-
milds folyamdn sohasem metsz6dott a kiilonds vonallal. Viélaszszunk
ugyanis tetszés szerint oly pontot a T térben, a kiilonds vonalon kiviil,
amely pontban egynél tibb értéke van a fiiggvénynek, azutin ebbdl a
poutbdl indulva, irassunk le a viltozd ponthelylyel egy kétszeresen Osz-
szefiiggd vonalat a 7 térben, amely a kiilénds vonalat 1ényegesen koriil-
ovedze. Bérmely értékbsl viltozzék folytonosan a figgvény a leirt
vonalon, mds értékkel érkezik meg a kiindulds helyén, mint amelylyel
kiindult. Tovibbd vegyiink {ol tetszésre egy oly folilletdarabot a 7' térben,
amelyet e tér félillete és az egész kiilonds vonal, vagy, ha lehetséges,
csak az utobbi hatdrol. Akkor a fiiggsény a maga kiillombozs értékei
szerint oly kiilonbozs fiiggvények foglalatdnak tekinthets, amelyek a
folvett folilleten kivill mindeniitt egyetlen értékkel birnak és folytono-
sak a T-ben, de a folvett foliilleten nem. Az ily foliletet reducdld
vagy rekeszt6 foliletnek, diaphragménak, saz ily fiiggvényt a kiillonos
vonal kériil a 7' térben folytonos tébbértékii fiigggvénynek nevezziik.
Nagy fontossigtiak azok a specialis eféle fiiggvények, amelyek végte-
len sokértékiek és kivdlt amelyek olyképen azok, hogy bérmely érté-
kitkh6l az dltal szdrmaztathatok a tébbiek minden pont szémdra, hogy
ehhez az értékhez bizonyos mennyiség j positivus vagy negativus egész
szém tobbszordsét adjuk, amely j mennyiség fiiggetlen a helytsl. Az
eféle fiiggvény bizonyos harmonicus figgvényei a kilonds vonalon
kivili pontokan egyérteki folytonos tiiggvények. Nevezetesen, ha a hely
egy ilyetén tobbértékit figgvénye f, dgy

p= siu(2T§ )

egyértéki folytonos a kilénds vonaldn kivil, mert reducdls foliilet

ix mindenesetre folytonos. Igy ebben az alakban fejezheté ki az f
fiiggvény :

f= Q%— arc. sin.e,
ahol a ¢ figgvény a kiilonds vonalon kivilli helyeken mindeniitt egy-
értékd és folytonos, a j meunyiség pedig nem fiigg a helyt6l. Tovabb4,
akdrmely ponthelyet vdlaszszunk, vagy nem derivdlhatd abban az eféle
fiiggvény a coordinatik szerint, vagy coordinata deriviltjai egyérté-
kiiek abban a pontban, mert, a figgvény értékkilombozetei fiiggetlenek
lévén a helytsl, e killombozetek coordinataderivéltjai zérusok.
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2. A physikai alkalmazdsok czéljuira még kivdléan figyelembe
veends tobbértékiiség abbol 4ll, hogy a figgvény oly figgvények osszege,
amelyek egyenkint az imént leirt modon tubbcrt{*kl’iek, mindegyik mds
vonal koril. Az osszeadandd figgvények szima pedig végtelen nagy
is lehet, middn aztdn Osszegitk egyszeres, vagy kétszeres hatdrozott
integralist képez. Ugyanis, egy ilyetén oOsszegtag egy vagy két para-
metrum folytonos fiiggvénye és a parametrum, illetéleg a két parametrum
elemi megviltozisdt mint szorzot tartalmazza, a parametrumok pedig
egyszersmind arra valok, hogy az ¢ véltozdsukkal viltozik osszegtagrol
osszegtagra az Osszeadandok, integrdlanddk kalonds vonala. Aszerint,
amint egy, vagy két viltoz6 parametrum szerepel, egyszeres vagy két-
szeres integralds szolgdltatja a teljes tobbértékid fuggvényt, &és a kivételes
vonalok  osszessége foliiletet vagy tért alkot, gy, hogy a kivételes
geometriai alakzat foliilet vagy tér. Az elGbbiekben az egyetlen vonal
]\orul tobbértékd fuggvényrsl szolo leirdsok, togalm‘u.'lau]\ némi modo-
sitdsdval kivételes foliletek és terek esetére is kiterjeszkednek. Kzek
a moédositdsok konnyen kitaldlhatok.

3. Amily értelemben tobbértéki egy figgvény egy vagy tobb
vonal kordl, mid6n térben viltozhatik, ugyanoly értelemben lehetséges,
hogy egy foliiletre rendelt fiiggvény egy vagy tobb folileti pont kortl
tobb értékd. Ha egy fiiggvényt, amely 7' térben egy vonal kordl tobh
értékd, oly foliletre rendeliink, amely a 7' térben van és amelyet ez
a vonal egy vagy tibb pontban &tdot mér a fliggvény nyilvanképen,
tobbértéki a folileten az dtdofési pontok kordl.

4. Viégre, ha a fuggvény egy tobbszordsen oOsszefiiggd vonalon
azzal a tulajdonsdggal bir, mikép, folytonosan véltozvén a vonalon, mds
értckkel érkezik meg a Kiindulds helyen, vagy legaldbb lehet olyan az
Gtja a vonalon, hogy mds ¢értékkel érkezik meg, mint amelvlyel ki-
inddlt, akkor a vonalou tiobbértékiinek nevezzik a figgvényt.

XVIl. A hely filggvényének derivaltjai.

Jelolje @ a hely egy fiiggvényét, és ez a fiiggvény .x, y, # helyen
mindhérom coordinata szerint derivdlhatd legyen. Akkor a hely elemi
megviltozdsival jird elemi megviltozdsa igy irhat :

L RIS
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ha t. i. a coordinatik elemi megvéltozdsa rendre 2x, 8y, 8z. Kzek
egyszersmind az x, v, z helyb6l az o422, y -3y, #:82 helybe nyald
elemi vector componensei. ;
Ennek az elemi vectornak az irdnydt ¢, a hosszit &g jelolje.
Akkor a @ elemi megviltozdsit az 6 ¢ irdnyd  elleni megviltozdsinak
mondjuk ¢ a



2 oP o o(IJ oy, od 2z
3 ordc "oy Y 5g 0z 8¢
hényadost ¢ irdnyd derivéltjinak nevezzilk. Amennyiben az / irdny ki

van szabva, telieﬂou hatdrozott hatirérték felel meg ennek a hdnyados-
nak, mert, ha az ¢ irdny irdnycosinusai «, B, v, Ggy

S oy ., ¢o¢
=0 =B —=7Y,
d¢ 8¢ ¢

a coordinata-deriviltak pedig hatdrozott értékkel birnak.

Eszevint, ha az 2/, o, 2 coordinatik esak oly pontot jelenthetnek,
amelybe az 2, y, z ponthdl egy adott i irfny mutat, és ha a két pont
kilesinis  tdvola ¢, gy, végtelent] kizelittetvén az eldhbhi pont az
utdbhihoz,

r r
Y, )_(I)(".a Y, 5)
S

hatdrértéke az / irnyd derivalt az =, y, z ponthan, mert
.' 3 r’ — ‘3 /“' s

r—r=qu, Yy—Yy=3qp, &—&=cY,

%, végtelentl kizebbittetvén a g, nyilvinképen
D+, y+aB, 2+gy)—P(r, ¥, 2)

S

hatirértéke az ¢ irdnya derivélt az .r, y, 2 helyen.
Jelolésére kizimségesen a
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o
symbolumot haszndljuk :
ob_ed oD i La(I) 2y k&@ gz oD od 5 oD
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Amennyiben az ¢ irfiny nines hatdrozottan kiszabva, kiviltképen
ezek az esetek birnak fontossfiggal : 1. Derivélt egy vonalban. Ez deri-
dlt azzal a kikotéssel, hogy a fliggvény csak a  vonalon viltozadk,
tehdt érintG irdnyd derivilt, s a vonal minden egyes pontjdban annyi
irdny szerint képezhetd, ahény irdnyban a pontbél a vonalhoz érint§
hizhats. 2. Derivélt egy foliletben. Kz derivélt azzal a kirovdssal, hogy
a fiiggvény csak a foliileten viltozzék, tehdt érintd irfnyd derivdlt és
a folillet minden egyes pontjdban annyi irdny szerint képezhetd, ahdny
irdnyban a pontbdl a folilethez érint6 egyenes hizhato. 3. Korldtlan
derivalt. ¥z minden irdnyban megengedett derivilt,



Fol volt tételezve, hogy a fiiggvény mindhdrom coordinata sze-
rint derivdlhato. De el6tordulhat, hogy csak egy vagy két coordinata
szerint derivdlhatd, vagy egyik szerint sem. Még pedig megeshetik,
hogy nemecsak egyes pontokban ilyen a figgvény, de vonalakon, folii-
leteken, sGt térrészekben, s6t az egész térben. Most tegviik f6l, hogy
egy térrészben egyik coordinata szerint sem (1el'iv.'tl]nt() a fiiggvény
sehol sem. Emellett lehetséges, hogy bizonyos a, B, v, ivdnyok szerint,
ez a kiillombségi hényados:

O(r+ca,y+¢Bot o) — P, y, 2)
¢

hatdrozott hatdrértékkel bir a ¢ tdvolsdg végtelen kisebbitésének megfe-
lelon. Azért dltaldnosabban ezt haszndljuk az irnyos derivdltak defi-
nitiéjdra.

E definitio értelmében beszélve : mihelyt ® fiyggvény 2, ¢, 2 helyen
mindhdrom coordinatira derivalhatd, mér szitkségképen minden irdnyra
derivilhatd. Ugyanis barmely irdnyt jelentsenek «, B, v cosinusok,
hatdrozott. értékkel bir a
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kifejezés, s egyuttal egyezik az «, §, y irfinyt derivdltat 4ltaldnosan
definidld hatdrkifejezéssel. Ha esak két coordinatdéra  derivilhatt a
fiiggvény, akkor az egyik coordinata-sikkal pérhuzamos sikban deri-
vilhat, de ebben minden irfnyban. Ha esak egy coordinatira
derivdlhatd, akkor csak az egyik coordinata tengelylyel péarhuzamos
egyeneshen derivilhatd, ennek két irdnydban. Ha egyik coordinatéra
sem derivilhatd az , y, 2 helyen, amellett még lehetséges, hogy vala-
mely stkban vagy valamely egyeneshen derivilhatd. Az elsd esetben esak
két fiiggetlen véltozora derivAlhaté sziikségképen, t. i. két olyanra, u, v,
amelyek az ., y, £ coordinatikat, mint fliggvényeiket a sikba tartozd
pontok coordinatfivd teszik, mert az ily figgetlen véltozok véltozdsdval
jar a figgvénynek folileten véltozfisa. A mésodik esethen csak egy fiig-
getlen \'{tltm()ra derivilhatd szitkségképen a fiiggvény, t. i. olyanra, 70,
amely az «, 9, # coordinatikat, mint fiiggvényeit, az egyeneshe tartoz)
pnntnk (’()()]‘dln’ltﬁl\'ﬁ. teszi, mert az ily fiiggetlen véltozd véiltozdsdval
jar a fliggvénynek vmml«m véltozdsa. ElsG esethen a létezd derivdltak
kifejexdse
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és vildgos, hogy viszont, ha esak két fiiggetlen véltozora derivdlhatd
valamely helyen szikségképen a fiiggvény, tgy egy sikban derivélhatd,
és ha csak egyre derivilhaté sziikségképen, fGgy egy vonalban derivil-
hatd, t. i. azon a helyen.

Ezek teljes térfogati, illetGleg foliileti, illet6leg vonalas lehetdsé-
gek. Hozzdjuk részleges lehetGségek sorakoznak, amelyek miben l6tét
konnyt kitaldlni.

Természetesen a mennyiség szerint valé derivilhatéségot mindig
a mennyiség illetd értékének mindkét oldalira értettitk és értjilk ezentil is
¢s gy a mennyiség megkisebbitéséhsl, mint megnagyobbitdsdhol széirmaz-
tathatonak gondoljuk a derivéltat, még pedig azzal a megszoritdssal, hogy az
egyik és misik moédon szérmazott derivélt egyenld egymdssal ; mert ez az
¢rtelmezés felel meg az fltaldnos szokdisnak. Ha valamikor csak az egyik
oldalra akarnok érteni, vagy ha két oldalra kitlombizs értékkel akarnok
gondolni a derivilhatésigot, ezt kiilondsen felemlitensk. De tegyiik itt
most azt az észrevélelt, hogy két ellentétes fronyt derivéltnak a viszonya
dltaliban mds, mint egy mennyiség szerint az egyik és mésik oldalrol
képezett deriviltnak a viszonya. Ugyanix az a, f, 1 irfnyr: képezett
derivilt a

D(v+go, y+cf, 2+c)—D(z, v, 2)
¢

héinyados hatdrértéke, és a —a,—B,—y irdnyra képezett derivdlt a
Dr—ca., y—cf, z—¢y)— Dz, ¥, 2.)
S

hinyados hatdrértéke. Ha pedig frjuk:

r=a+qa, y=bqp, 2=c+qy,

’

figy a ¢ mennyiség szerint az egyik oldalrél képezett derivilt a

Dl a+(q+c)a, b+(q+<)B, e+(q+9)y,|—D(a+qz, b+4B, etay)
¢

hinyados hatdrértéke, a mésik oldalrél képezett a

Dlat(g—¢)a, b+(g—)B, e+(q—3)y]—DPa-+qa, b+qB, ctqy)

-

=

hényados hatdrértéke. Az els§ és a harmadik hatirérték egyenls, a
misodik és negyedik ellentétesen egyenls, ha nem zérus.

Végil vegyiik figyelembe, hogy, ha ¢ szerint a kizonséges 6rte-
lemben derivélhatt a fiiggvény az 2, y, z értéknél, akkor a négy hatér-
érték kozil hirom egyenl§ egyméssal, t. i. az els6, harmadik s
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negyedik, a mésodik pedig ezekkel ellentétesen egyenls. Azaz i-vel
jelolvén az a, B, v, irfnyt és ¢-vel az ellentétes irdnyt:

od o® od od

i dq¢ ' of 9y’
birmelyik oldalrdl szérmazzék a ¢ szerint képzett derivélt. EDbDGl ax
is kitdinik, hogy az ¢ irdnyd derivdlt egyszersmind oly coordinatéra
képezett derivdlt, amely ¢ irnyd tengelyre tartozik. Jeloljék ugyanis
épen @, b, ¢ a tengely origbjdnak coordinatait. Akkor az 2, y, # pont-
nak ezen a tengelyen 1évé coordinatdja (X.)

(r—a)oat+(y—D)B+ (2—-c)y.
De

a

a=qa, y—h=qB, - c=qy,

tehdt ¢ ez a coordinata. Kiilonosen pedig, ha az ¢ irdny egymdsutin
az x, y, z tengely irfinyét jelenti, gy az ¢ irdnyd derivdlt egymdsutin
az x, ¥, £ coordinatdkra képezett derivdlttal egyezik, akér az egyik,
akér a mésik oldalrdl képezzitk a coordinata-derivdltakat, hacsak a
kizonséges értelemben derivdlhatd a coordinatik szerint a fiiggvény.

XVIIl. Egy térben derivalhato filggvény integralhatosaga.

Ha ® mindhdrom coordinata szerint derivdlhatdé a 7' térben,
akkor létezik oly ¢ fiiggvény ebben a térben, mely 4ltaldban (XV.)
mindhdrom coordinata szerint folytonos és derivdlhatd, hogy :

o=
or

Ugyanis gondoljunk egy hassibot a 7' térben (h), amely pdrhi-
zamos az @ tengelylyel. Végein a 7 tér folillete hatdrolhatja. Azutéin
vilaszszunk oly sikot, amely merGleges a hasibra & teljes vastagsd-
giban dtszeli a hasfbot. Ha emnek a siknak az egyvenlete =,

”

P
gy irvin

ez a hasib térfogatdban mindhérom coordinata folytonos, s6t derivdlhatd
fiiggvénye mindeniitt, mert akirmely pont legyen a hasdbban .z, y, 2,
mér & y, z a hasfbba tartozd egyenes pontsereget jelent az integralis-
ban. Mérpedig

M _ D(2,y,2).

dx



Az cgbsn T tért ily hasdbszerd részekhol dllonak tekinthetjitk, még pedig
végtelen xokféle maodon. Ha egy vilasztishan az egves részeknek meg-
felelden rendre a

4):"1)1’ q)'ll Y q)u

integralisokat képezzik, dgy mindegyik részben

q_°¢

A ¢ figgvény két szomszédos rész hatdr-foliletének  kozir 1mnt].uh.m
‘llt,.l[almn to]_vtono...’\g-,~zal\a(laso.s, és igy dltalinosan esak annyi mond-
hatd, hogy a ¢ figgvény dltaldban (XV.) folytonos és  dltaliban deri-
vilhaté figgvénye a hirom coordinatinak a 7' térben.

Vildgos, hogy, ha a @ esak Adltaliban derivilhatd a 7' térben a
hirom coordinatira, akkor ix létezik ilyen ¢ figgvény, mert oly
részekre oszthatd a 7' tér, amelyek belsejében mindeniitt derivilhatd a
@ a hdrom coordinatdra, és e térrészek belsejére nézve épigy kivetkeztet-
hetd az 4llitds, mint az elébb a 7' térre nézve kivetkezett. Ehbal
pedig tovabbd  Dbeldthatd, hogy bérmely adutt egész szamok legvenck
L, m, n, létezik oly figgvény is a 7' térben &, lmﬂ'v dltaldban

al o ()
e

XIX. A coordinata-derivaltak némely geometriai jelentményei.

1. Egy folidet egvenlete legyen

I, y, 2= constans,

pnntjzilmn. ~\ fululetou alldndn lévén az l’ tuu';:vvnv ('ltt‘k(' a tnlul(‘t—
ben képezett derivdltjai eltimnek. Ia tehdt o, 5, v clmtol irdny-
cosinusokat jelentenek az w, y, £ helyen, dgy

or +0‘F{j+b\l"

= O+ B+ =s71=0

ERRRIF PLARPL

Ebhal fn].\'(')l;lg, toltéve, h()gy 0
0l oI’ 61')
(Ol Ol/ 0z

vector nem tinik el, az ., y, 2 helyen a folilet minden vonal-elemével
deréksziget alkot  az. K(')\'ct.k(}/,oleg az o, i, 2 ponthan a foliletnek
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hatdrozott és egyetlen ¢érintd sikja van, amelyre a vector merGleges:
! g

a folilet hatéirozott és egyetlen normalbml bir az @, y, # helyen, amely-
nek egyik irfinya a vector irfnydval egyezik.

Legyenek a normalis valamelyik irdnyfnak irfnycosinusai 2, qu, v,
és jelolje a vector nagysfigdit N. Akkor

A—_-+a—ﬁ : N, u-+c¥:N, V=" {f&lj : N,
+ oy 0z

ox ==
(61«)’ ( F * oI
Ha a A, pt, v normélis irfinyt n Jeloll, gy
oF oF 3F BF
on~ oz oyt Y o
tehdt
s kovetkezdleg
abok 5 SFAE o oF el
5z on T ay ' on’ ' 6z on
Abban az esetben, hogy az n irfiny egyezik a
oF, o8 o
oz 8y bz

A=

vector irdnydval :

k:a—l:N, |1=8—I:N. v=?ql-‘:N,
o oy 0z
tehdt
oF_
on~

$ kovetkezoleg OF:0n positivas. Tovdbb4, ha i irdny irdny-cosinusai
N, p/ v, 6és ez az irdny hegyes-szdget alkot az n uanynyal, akkor
aF: 8i is positivus, mert

oF 8F1’+0Fp'+%§v' = (AN’ +wv")N.

i oy
Igy az F fiiggvény ama folileti oldal felé, amely felé a
(or, or, or
ox By oz



E
L]
LI=)

I

vector mutat, névekeddleg viltozik az ., y, & ponthdl. Az ellenkez6
oldal felé nyilvinképen fogydlag viltozik.
2. Egy misodik foliilet egyenlete legyen

G («, y, )= consgtans,

és a két folilet metszddjék egy vonalban, amelynek egy pontja épen
oy Y, Z pont legyen. [«rv Y I’ mint a G twrgvvn\'ml tegyiik fol,
hogy egyszer km'lzttla.uul (lenvﬁllntnk e pontban, & hogy a deriviltjaik-
hol l\cp/‘ctt. vectorok, v

(aF oF oF\ , (3G 0G oG

e W o N (s Ol

ox oy az) ox oy 85)

nem tinnek el. Akkor a metszési vonalnak hatdrozott és egyetlen érintd
egyenese van az o, ¥, 2 helyen, t. i. a két foldlet érintd sikjinak a
metszési vonala. Mivel pedig mindkét vectorral derékszoget alkot, enndl-
fogva a két vector tengelyvonala az (VILI), minek .ll.lp]ml a két foli-
let metszési vonaldnak érintdi irdnycosinusai a két figgvény derivéltjai-
val kozbotlentdl kifejezhetsk (VIII).

3. Ligy folilet-sereg egyenlete legyen

Fx, y, 5, p)=0,

amely aszerint ]('lont més és mas I, foliletet, amint a p parametrum
értéke mds és mds: killombozs p értékekhez dltaldban  kialombizs I
folilletek tartoznak. Lehetnek azonban valamennyi foliiletnek kozos
pontjai ¢és vonalai, mert lehet olyan az I7 fiiggvény, hogy egyes pontok-
nak éx egyes vonalok pontjainak a coordinatdi mellett a p parametrum
kiesik belsle, mér pedig ezek a coordinatdk valamennyi foliilethen bent
lév pontokat hatdroznak meg.

F fiiggvény a coordinatdk és a parametrum derivilhatd figg-
vénye legyen e viltozok oly ., y, 2, p értékénél, amelynél az egyenlet
teljestil, vagyis oly ., y, 2, p értéknél, amely az £, folilethez tartozik.
Azonkivil tegyitk fol, hogy a

ol oF aﬁ)
T Y
(6: oy 0z
vector nem  tinik el ezeknél az  értékeknél. Veégil tegyitk 61 még,
hogy OF:0p sem tdnik el ez értékeknél. Iz utdbbi foltevés miatt az
F, foliilet J‘, Y, & pontiu nem lehet a fiiiiletsereg kozos pontja.
Ha (2r, 8y, 22) elemi vector nem Llll”elltllllx az F,. folilethez
a .y Y, F hel\'(,n akkor létezik oly zérustol l\ulnml)ul,o gp elemi meg-
yaltozds, hogy
oF. OF, OF_. OF,

Gt = OY+ o 02+ =G P=0.
3 oy Y752 BI)JI' ®



T

Ugyanis az elemi vector hosszdt 8z, irdny cosinusait A, ', v jelolvén,

a hérom elsG tag Osszege annyi mint

oF,, oF aF s .

Nt W45V )sg=N2ceose

du By 5z’
ahol N a fontebbi vector nagysfga és € ennek a vectornak és az elemi
vectornak a wzdge. Minthogy a foltevések értelmében sem N, sem coxe
nem zérus, az Allitds helyes. De, ha variatids egyenletinkhoz hozzd-
adjuk a folilet egyenletét, latjuk, hogy

I(a+8r, y 8y, 2+02, p+Ep)=o.

Eszerint az (x+8x, y+8y, z+8z) pontaz I,y 5, folilet egy pontja.
Ha tehéit az Fj foliletet x, y. 2 helyen dtdofjilk egy egyenessel, ez az
egvenes az I7, .3, foliletet is &tdoti, még pedig végtelen kozel az

&, ¥, & helyhez,
oF s
o= ——(Q— ; Ncuse)&p
op

végtelen kis tdvolsaghan. Ha az dtdofés irdnya normalis a folillethez,
Ggy 8¢ az Fy & I43, folilet térkozének a vastagsiga az x, y, 2

o7

helyen, amit n jeloljon. Eszerint

Sin= 1(%-5: N)a )

aszerint, amint € értéke o vagy m.
Ha specialisan

F'(‘,,,’ Y, % 1))EF(":’ Y, ‘5)_1)7

)
o)

=

XX. Vectorok potentialisai.

Legyen (&, 7, §) vector a hely fiiggvénye.
1a) Ha a 7' térben létezik a helynek oly scalavis figgvénye @,
dltaldban (XV) derivdlhaté mindhérom coordinatéra, mikép

o . oD

g0 30
Tor ey ST e

akkor azt mondjuk a vectorrdl, hogy

gy van a 7" térben potentialisa, & a



S

@ figgvényt potentialisdnak nevezzitk. Némelyck a @ cllentétesét, —@,
nevezik igy.
1b) Ha pedig a T térben létezik a helynek oly vector fiigg-

z 7

vénye (U, V, W), altaliban derivdlhaté mindhdrom coordinatira, mikép

. oW 61' ou oW . oV oU
E=—5—— = N=-5— ’ G
oy bz oz O« or 0oy

akkor azt moundjuk a vectorrdl, hogy van veetor-potentializa, & az
(U, V. W) vectort veetor-potentialisinak nevezziik.

2. Amely vectornak egy helvhatdrozd vendszerben van a 7' tér-
ben potontl.lhm, annak mmden més  helyhatdrozd rendszerben van a
T térhen potentialisa, és pedig ugyanaz.

Amely vectornak pedig egy helyhatirozd rendszerben van a T
térben vector-potentialisa, annak minden mds helyhatirozd rendszerben
vam a 7" térhen vector-potentialisa, ¢s pedig congruens rendszerekben
ugyanaz a vector, nem congruensekben az ellentétes vector, mindig
az illets rendszerbe tartozd componensek szerint.

Legyen ugvanis egy mésodik helyhatdrozd vendszerben 27, y', 2
a hdrom  coordinata, és a rendszer (‘nfrol\vm(\l\ az  irdnycosinusai
% Bro Y 68 ay, Pay Yo 68 . By, Ty orr\'onek Akkor az (j rendszerben
a (& 7, O veetor componensei ezek :

E’ = “1:+ljl7l+‘(x: )
'q =0, c+p *q+(‘,&. )
O = oy BBy s

2a) Ha tehdt 7" térben van a (& 7, O vectornak potentialisa @,
gy a 7' térhen

¢ aq)w 6<I>+ od d
=0 Iy s DETSRONE 1143
VLAY FRILPY
Itt o & kifejezése nem mds, mint a @ figgvénynek az ij clsd tengely
irdnydban l\epeutt deriv .l“]‘L sit.
2h) Ha pedig a 7' tolhul vector-potentialisa van a (€, 7, §) veetor-

nak, w. m. (U, ¥, W), @

i (oW 214 1(8L, CLLAVNY LA
g'—'aj ! ')+&J1 o'“"a:' ) 1'(1 ‘aT—"‘ayl, SUh.

Minthogy 7, }, W dltaldban mindhdrom régi coordinatdira derivilhatok
az. elozetes foltevés szerint, fgy dltaldban mindhdrom Gj coordinatdra is
derivdlhaték, mert dltaldban minden irdnyban derivilhatok. Mivel pedic
az i rendszerben a régi tengelyek ivdny-cosinusai oy, oo, o0y &8 [y, B, B,

S Yur Tor Yo 1Y
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oU oU, oU, oU.

By or Bt aJliz 32 Ba

oU BU oU 3U

bz o N 3‘/'n o7 Ts» sth.

Helyettesitsitk be ezeket & kitejezésébe. Azutin  vegyitk szdmba
a X. ezikk végén jegyzett kifejezéseket, amelyek akkor érvényesek az
irdnycosinusok  kozott, midén a két helyhatdrozd rendszer congruens.

Taldljuk :
Ly Jog + V /s 4 Uog+Vy+ W-
E’"a—lj(lf"‘s"‘}ps"'” YS)_B_;"( agt Vgt W)
Amde, ha az (U, V, W) vector componensei az j rendszerben
I, V', W, Ggy
U'=a U+B, Vi1, W,

I/" = ag Lf+p2 1/'+Y’ W,
W =ayU+Bs V4y; W.

Kovetkezoleg

r
E =% - sth.
oy o
Ha azonban a két helyhatirozd rendszer nem  congruens, akkor
a X, ezikk végén jegyzett cosinus-relatiok a cosinusok  ellentétes értékei-

vel helyesek, mibél folydlag akkor

g= g:’( Uog+ Vi + W) 801['( Uy + V 35+ Wrs),
vagyis
E= ?E_éz, it
=57 a),,.m).

3a.) A 2a.) alattiakbol az is kitdinik, hogy, ha (E s Q) vectornak
van a 7" térben votentialisa @, akkor a 7" térben ¢ irdnyon szdmitott
vector érték 9 : ..
3b.) A 2b. alattiakbol pedig kitinik, hogy ha (£ 7, §) vectornak
van a T térben vectorpotentialisa, és ha egy ¢ és p irdnyd derckszigd
vectorpdr tengelyén a (&, 7, §) vector értéke A, az (U, V, W) vector
értéke pedig p irdnyon P, és ¢ irdnyon ), akkor a 7' térben
o@ oP
A= —a—r
op 0y

4. Mid6n egy vectornak van potentialisa, akkor oly specialis



= &8 =

vector az, amelyet egyetlen parametrummal, t. i, a potentialissal lehet
kifejezni.

Midén azonban egy vectornak vector-potentialisa van, akkor a
definitio szerint Osszesen hirom parametrum fejezi ki a vector hirom
componensét, t. i. a vector-potentialis hdrom componense. Amde ez a
hdrom parametrum kett6re reducilhaté. Legyen ugyanis (g, %, §) vector-
nak a 7' térben vector-potentialisa (U, V, W). Minthogy az U, V,
componensek dltaldban mindhérom coordinata szerint derivdlhatok a
T térben, Ggy léteznek a hely oly figgvényei a T térben, f, g, A,
dltaldban mindhérom coordinata szerint derivélhatok, mikép (XVIII):

= of =% W oh

=% Veay Weg
és kovetkezoleg az [ olykép, dltaliban kétszer is derivdlhatd, hogy az
egyik derivilé 2, a ¢ olykép dltaliban kétszer ix, hogy az egyik
derivils y, a h olykép dltalaban kétszer is, hogy az egyik derivald
2, 6s e kétszeres derivdldsok sorrendje foleserélhetd :
SW_5V_55n 53y _d5 53y
dy 0z Oydz 0z0y 0Oyoz Oyoz
00k 0dg 0¥h—g)_ 9%h—y)

;;;;; < L L ith.

T oz0y 020y oydr  Bedy '

RYALYVA
_5"(7&——3])_3“(/» -9
t= Toyoz | 0z0y
_o¥f—h) _of—h)
=360 = buoz
w_ O%g—f)_0%g—1)
T oroy | dyou

Az itt szereplé hdrom fliggvény-kiillombségnek az dsszege zérus,
tehdt két fiigevinynyel fejezhet6k ki. Még pedig frvén

h—g=—2, f—h=p
ered a harmadik kiillombség szémdéra
g—F=hr—.

Csakhogy e helyettesitések utdn § kifejezésében a kétszeres derivilds
és o kivonds sorrendjét dltaléban nem szabad foleserélni, mert A & b
tartalmazza a b fiiggvényt, amely kétszer dltaldban csak tgy deri-
vilhatd, ha az egyik derivdldo a z coordinata.
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Azonhan tegyiik fol, hogy a (& 7, ) veetor
T-ben a hérom coordinatira, és most jirjunk el

altaldban derivalhato
igy : irjuk esupdn

o
oh
W= e )

¥

a 2. Ekkor

ahol is a 2 dltaldban mindhdrom coordinatdra derivalhatd, éx oly modon
kétszer is, hogy az egyvik derivdld

: 0 (V ah) 5(1, 61:)
= —_— == J—

. 62\ oy Tz ow/’
ésezekhal vildgos, hogy a I figgvény lehet olyan, hogy 4ltaliban
mindenkép derivdlhatd kétszer 7-ben a coordinatdk  szerint  éx nem
csupdn Ngy, ha az egyik derivdld coordinata a 2
fejezése igy is irhatd:

Kavetkezéleg € ki-

-2 2)-2 (o2

oy

or
mert a b csak ldtszolagosan forddl el benne. Ezek rendén, ha
U oh v oh
J— & =1, — =
o or
roviditG jelolést hasznéljuk :
& ov ow . Ovr ou
5-——“'5; == S—Fg

vagyis, ha (g 7, §) dltaliban derivdlhaté a coordinatikra a 7-ben, s

‘an e térben vector-potentializa, akkor utébbi mindig olyanra reducdl-
hatd, amelynek egyik componense zérus.

XXI. A potentialis egyenletek

1a) Ha (&, v. §) vectornak van potentialisa a 7 térben., @, mihez
képest
oD o . od
E:r— ) 7‘: - =g
P oy 0z

¢s ha dltalaban derivdlhatd ez a vector a hirom coordinata szerint abban
a térben, akkor a potentialisa dltaldban mindenkép kétszer derivdlhatd.
KivetkezGleg a vector componensei kielégitik a 7" térben a kovetkesd
egyenleteket :



ot 571__0

oy 2z
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0F_oL_  om_ %%
5: ov " ox oy

2a) Forditva, ha (§, %, §) derivilhaté a 7' térben a hirom coordi-
natdra ¢s érvényes 7-ben ez a hirom differentialis egyenlet, akkor

a &
(& 7, §) vectornak van potentialisa a 7' térben.
Létezik ugyanis a 71" térben olyan fliggvény, ¢, dltaliban deri-

valhaté mindhérom coordinatira, hogy

e 9
S=35_

ox

és o olykép dltaldban kétszer is derivdlhatd, hogy az egyik derivdld

S

az o,

a derivildsok sorrendje kozémbos. Irjuk mér most
i )

oy
= 5 +p.
M 3y
Ennélfogva azonban

Nyilvénvald, hogy p dltaldban derivilhatd 2-rve

a harmadik differentialis egvenlethdl

op
-

tehdt p esak y és 2 figevénye. Mivel tovdbbd

1'=7I—‘3—u'

ey 1étezik olyan tiiggvény a 77 térben, §, Altaldban devivalhatd mind-

hérom coordinatira, hogy

¢x tekintettel arra, hogy p esak y és
maga ix esak oy &s 2

a b, hogy
irhatjuk

z figgvénye, megvilaszthatd dgy
fliggvénye legven. Ezek alapjén

_Olet+9),

S

ahol @i nyilvinképen mindhdrom coordinatira derivdlhatd dltaldban
, hogv az egvik derivild o vagy ¥

a T'ben és olymddon kétszer i

74 i
ey

Gl tegvik

0
’(’%E@*’l-

"_
L=
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Az itt irt ¢ figgvény A4ltaldban szitkségkép derivdlhato a-re & y-ra
De ennek kapesin az elsd és mésodik differentialis eeyenlethi]
p 2)

5(1 o7
T
tehdt ¢ crak o fliggvénye lehet. Mivel pedig
e Olptd)
=",

Ggy 1étezik a 7-ben a coordinatiknak oly dltalaban derivilhatd figevinye
% hogy

Q

X
II = a';

és ¢ csak 2 fliggvénye 1évén, megvilaszthatt a y fiigeviny tgy, hogy
@ maga is (":‘ﬂ\ z fiiggvénye. Kovetkezdleg van olyan fiiggvény a T

térben, @ity dltaldban derivdlhatd mindhdrom coovdinatirva, — még-
pedig kétszer is — hogy

“

. 0 9 0
§= %(‘PH‘*X)’ = gy(CP+’-P+‘/.), = “8‘5(30“'4”‘/.)-

vagyis vam.a (€ 7, §) vectornak potentialisa a 7 térben.

1b.) "Most legyen, hogy (%, 7, §) vectornak a T térben vector
potentialisa van: (U, T, W). Ha (€ 7, Q) ltaliban derivalhatd a hirom
coordinatira a 7ben, figy

ok 37) o5
ox 8y+of -
Ez a veector-potentialis 4ltaldnos (U7, ¥, W) alakja utdn, vagyis a
(W BV U aW . _av aU
oy o T e T

kifejezések utdn nem tdnik ki, mert nem 4llithato, hogy U7, 7", W egyenkint
mésodszor is derivilhatok. Azonban egyenesen kovetkeztethetd a vector-
potentialisnak az el6bbi czikk végén megéllapitott specialis alakjabol
(1, v, 0), amely szitkségkép lehetséges alak, ha (g, 7, Q) derivdlhatd a
héirom coordinatdra. Induljunk ki tehdt a

g ov ou = or o
=—5 MN= 5 = et
8 1 & ox oy
kifejezésekbol. Az elsd kettd szerint « & v mindhdrom coordinatira
olykép dltaliban kétszer iz derivdlhatok, hogy az egyik derivild
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coordinata a z, & pedig birmelyik egymdsutinban. Ebbdl folyolag €
l\lf(‘-'](",t'\('llcl\ llllll(l(‘”’\l]\ tagja derivéilhatt dltalfban z-re és pedig akdr
az ott irt derivalds elott, akér az utén. Igy a hebizonyitandd egyenlet
tényileg érvényes a 7' térben.
2b.) Forditva, ha (g 7, §) dltaldban derivdlhatd 7-ben a hdrom

coordinatéira, és e térben

Ot a’/‘ 0&

52 9y Yy 52

akkor (t, v, \) vectornak forma szerint van vector- l)UtClltl.l]l\:l a T tér-
ben az az van, eltekintve attdl a koveteléstGl, hogy dltaldban mind-
hiérom coordinata szerint derivilhaté legyen Z-ben.

Ugyanis létezik olyan ¢ és ¢ fiiggvény 7-ben, dltaliban derivdlhatok
mindhdrom coordinatdra, hogy

. 0 0%
TTer 1Te

még pedig Ggy ¢, mint ¢ oly méodon dltaliban kétszer is derivalhato,
hogy az egyik derivildé a z. Helyettesitsitk be ezeket a differentializ

egyenleth> &éx latjuk, hogy
o[, 0p oY
_( _‘_P_j) =

oz 3_/ ox/
kovetkezGleg @-val csupdn x &és y fiiggvényét jeldlvén,
s o S
st —L =6,
oy ox

De mivel 5 és & dltaldban mindhdrom coordinatira derivdlhatok,
létezik két olyan fiiggvény, /7 ¢/, a T térben, dltaldhan derivdlhatok mind-
hdrom coordinatira, hogy
of” o'

o

Y= ou E)

és f7 oly madon kétszer is, hogy az egyik derivalo az .z, és ¢ oly modon
kétszer i, hogy az egyik clernalu az i, s a deuv.tla.\ol\ sor rcml‘}c tetszés
szerinti. Eként

2 =) _ -

S =o.
o0y
Ebbdl folydlag (XVIII) létezik a T-hen oly tuguvunv, 1, dltald-
ban derivalhatd egymdsutin z-re és y-ra valamint 3 y-ra és w-re, hogy
53[1.
W= -' ¥
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Mivel pedig & csak 2 é y figgvénye, megvilaszthaté a p ey,

hogy az is csak x & gy figevénye. Igy astin

0 n ow 0 ( o\ Oy
I —-_J, (= e e 25T
BCE <J+51/) 1=%: STou ’)+6_:/> oy

,

Uat3

vagy, ha a zdrd-jel tartalmét », ¢ a ¢ mennyiséget w jeloli:
. or ou . Ov ou
L=- =—> == G= g
: 0z =8z or Oy

Tényileg forma szerint van tehdt a (%, %, €) vectornak a 7' térben
vector-potentialisa. A Op: 0y derivdlt mindhdrom coordinata szerint
dltaliban sem szitkségképen derivdlhatd és fgv o sem. Ha azonban ¥
dltaliban  kétszer  derivalhatd  mindhdvom coordinata szerint, akkor a
definitio teljes tartalmival 1étezik a vector-potentialis. A vector-poten-
tialis dltaldinosabb alakjdhoz is juthatunk, mivéghdl esak irnunk kell

oh ok

oh . s
l‘:U_a_'I?, n=J O([, 87‘_ ”

azzal a rendeléssel, hogy a 7" térhen b derivélhatd legyen kétszer a
coordinatdkra.

XXIl. Geometriai integralisok.

Egy véges kiterjedésd geometriai  alakzatot (@), 4. m. vonalat,
foliilletet, tért, vagy ilyenek rendszerét, igen kis részekre osztva gondo-
lunk, vonalat igen kis vonalrészekre, folilletet két dimensio szerint igen
kis foliilet-részekre, tért hdrom dimensio szerint igen Kkis tér-részekre.
Megjegyzendd, hogy mindig oly vonalokat éx félilleteket értiink, amelyek
dltaldban mindeniitt hatfrozott st folytonos irdnyd normalis, illetdleg
érinté sikkal birnak.

Jeloljon (D) valamely osztdsrészt, @. m. vonalnak, féliletnek, vagy
térnek igen kis részét, és ennek a nagysfga D@ legyen, tehdt igen kis \'()11.1]-
rész hossza, vagy igen kis foliilet-rész teriilete v ragy igen kis térrész térfogata.

Adva van az alakzatban, mint a hely hlggven)e @, amelynek
dltaldban az alakzat minden pontjiban egyetlen hatérozott véges értéke
van, vonalon legieljehh egyes pontokban, félileten legfeljebb egyes
pontokh’m és vonalokon, térben legfeljebh egyes pontokban, vonalokon

A (Do)) re.‘\:zbcn tetszésre  vilasztunk oly pontot, amelyben a @
fiiggvény hatdrozott véges értékkel hir. Minden osztds-rész nagysdgdbol
és ily pontjdba tartozd @ értékbsl ®DG  szorzatot képeziink, azutdin
valamennyi szorzatot sszeadjuk. X®D@® jelentse az dsszeget. Nyilvin-
vald, hogy teljesen hatdrozott ¢értéke van, amely azonban figg attol,
hogy mll_\'en a részekre osstds, vagyis, lm«r\' mikép vilasztvik meg a

,

(D®) részek, és, hogy ezek mely pontjit vilasstottuk fiiggvényhely
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gyandnt, azaz, hogy a fiiggvény szorzdul hasznélt értéke mely pontjuk-
hoz tartozik.

Minél kisebbek az osztds-részek, anndl nagyobb a sokasdguk, s
ennek megfelelden beszélink a részekre osztéis, a folosztés siirtiségérsl
s azt a kérdést vetjitk {61, hogy, ha a foloszids siiriségét az egész alakzat-
ban bhatdrtalanil noveljik, miként viselkedik a szorzatok Osszege, XD D@ ?

A legkozelebbi czikkekben létni fogjuk, hogy, ha @ fiiggvény
folytonos az alakzatban, vagy ha legaldbb 4ltaldban folytonos (XV)
és a folytonossfig-szakadds helyein is véges mindeniitt, akkor a ZPD&
osszeg a folosztfs  siirtségének végtelen novelésével hatdrozott véges
értékbe convergdl, a folosztdsok és figgvényhelyek barmely megvélasz-
tdsdban ugyanabba. Ha pedig az éltaldban folytonos fiiggvény wgtelen
is lehet az alakzatban, akkor a végtelenné vilds modjinak bizonyos
eseteiben a végtelenné vélds vidékébe tgy vélaszthatok meg a figgvény-
helyek az osztésrészek széméra, és pedig igen 4ltalfinos rendelkezéssel,
hogy a E®D® dsszeg ekkor is hatérozott véges értékbe convergdl, a
foln‘:/,tﬁ“&nk és a t¢bbi figgvény-helyek barmely megvéilasztisdban ugyan-
abba. Err6l is meggy6zddést fogunk majd szerezni. Megjegyzendd azon-
ban, hogy ezek csak elégséges foltételei annak, hogy az dsszeg a részekre
osztds m(»djzit()l és legaldbb dltaldban a figgvényhelyek megvélasatdsinak
a mOdjatol is figgetlen hatdrértékkel birjon.

Minden ily esetben azt mondjuk a @ fiiggvényrsl, hogy van integ-
ralisa az alakzatban, és a hatr-tsszeget az alakzatban ké ‘pezett integ-
ralisinak nevezziik. Jelolésére az Osszegezts eddigi jelét S jellel, vagy

,

a kizinséges integrildsi jellel valtjuk fel:

ks

LimZODH=SOPDoh= g(I)DG).

Néha czélszer azt is foltiintetni a jelolésen, hogy mely geometriai
alakzatra vonatkozik. Ezt Ggy szoktuk tenni, hogy a geometriai alak-
zat jegyit az Gsszegeldsi jel lulmlm/. irjuk mde\ gyandnt :

Lnnu( (I)Dm——S( )(I) ES(G))(DDG)

wagy rovidebben
Lim2 ®De=S _PDd ES,, DD
(0] (0] w

Az (®) alakzat egy része legyen (@;). Ennek a hatdra 4ltalfban
dtszeli a (D) osztds-részek egy sokasdgit. Most az dtszelt (D) részek
helyett ezek szeleteit vegyiik tel\mtetbe, mindegyiknek a nagysdgit az
illeté egész Da-nak a fiiggvény-szorzdjival szorozva. Ebben az értelem-
ben beszélink az (&) alakzat-részre tartozd Osszeg-részrdl, amelyet @,
indexes Osszegelési jellel jegyeziink. Mihez képest, ha az (&)), (@,), . ., (én)
alakzat-részek egyiitt épen az egész (@) alakzatot képezik, és ha dltaldno-
san (D)-val jeloljiik a szeleteket is:



Y ODo=2_ODo+E_ ODo+ . 43 ODa,
® @, @, o

On

\,(I)D(:,:S_ (I)Dm-s _ODo+. .+S~ dODa.
RI0) [ON My ¢

Amennyiben az alakzat kilombozs faji részekhdsl 4ll, vonalokbdl,
foliletekbdl, térekbdl, kozonstégesen czélszerd a megteleld integralis-
részeket elkilonitve jegyezni. Ha tehdt a geometrini alakzat vonalas
részét (¢), folileti részét (o), térfogati részét (7) jeloli eképen:

. o o
\ (I)D(TH-\ (I)I)F)+S ODa.
JE Ja JT

ahol @ a hirom killombozs részben kiilombizs jellegt valamint Do is.

Az integralisba, vagyis a hatdr-osszegbe tartozd (Do) alakzat-
részeket az alakzat végtelen kis részeinek, vagy elemi részeinek nevez-
zitk. Emellett egy vonal-elemen, folillet-elemen, tér-elemen nem csupdn
az alakzat egy végtelen kis részét értjik, de igy nevezzitk annak a
nagysdgit Da-t is, végtelen kis hosszdt, két dimensio szerint végtelen
kis tertiletét, hdrom dimensio szerint végtelen kis térfogatit. Hogy
mikor gondoljuk magdt az alakzat-részt, mikor annak a nagysdgit,
mindig kitiinik a fogalmazisok értelmébdl. Vonal-elem jelolésére itt
rendszerint (Dg) illet6leg D¢, foliilet-elem jelslésére (Da) illetSleg Dag,
tér-elem jelolésére (D7) illetGleg Dt fog szolgalni és kozos jegyil (Da)
illetGleg Do, szitkség esetén indexes megkiilomboztetésekkel. Az indexe-
ket a D jelz6 betiin vagy a fGbetiin, vagy mindkettén alkalmazzuk,
szitkség, vagy valamely czélszertiség szerint.

Miel6tt most az elobbiekben foglalt héirom dllitds igazoldsdhoz
fogndnk, vegyiink figyelembe egy dltalinos tételt, amely foltétlentl
megilleti a definidlt Osszeg-kifejezést.

Az (o) alakzatban a @ figgvény legszélssbb értékei @, és @, legyenek
még pedig @, legyen a legalsd, @, a legtelss értékhatira. Az alakzat teljes
mekkorasigit pedig ® jeldlje, vagyis ez legyen az alakzatot tevé vona-
lak hossz-tartalmdnak, folilletek tertlet-tartalménak, térek kob-tartalmé-
nak az osszes szimértéke. Akkor a XDPD@d osszeg értéke minden esetre
abban az érték tartoményban van, amelyet @@ és @y hatdrol, mert, ha
minden @ érték helyett @ értéket irunk az isszegben, Ggy semmi esetre
sem nagyobbitjuk, é& ha minden ® érték helyett @, értéket frunk benne,
semmi esetre sem kisebbitjitkk. Igy a sséls¢ @ értékektsl, @, s @,-tdl
hatdrolt teljes értéktartomdnyban bizonyosan létezik oly érték @y, hogy

SOD6 =D, 6.

Ezt a tételt kozbitlsd érték tételének nevezziik.
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XXII. A folytonos fiiggvény geometriai integralisa.

Midén folytonos a @_fiiggvény a geometriai alakzatban, vagyis az
alakzatot alkotd vonalakban, féliletekben, térekben, akkor véges is abban
mindeniitt, tehit a kozbils6 érték tételébsl folyolag a XOD® dsszeg
véges Crtékd marad, illetGleg véges értékbe convergdl a folosztds siiri-
ségének hatdrtalan novelése mellett. Azonkivil hatdrértéke fiiggetlen a
részekre osztisok modjinak és a fiiggvényhelyeknek a megvélasstistol.
Ugyanis, bdrmi kis szimérték legyen p, létezik akkora positivus szdm
Dg, hogy, mihelyt minden osztfs-rész szémértéke kisebb, mint Dy,
mér birmely két osszeg killombségének a szémértéke kisebh, mint .
Ennek a belitdsa végett vilaszszunk tetszdsre két dsszeget, természetesen
mindegyiket ugyanarra a geometriai alakzatra terjesztve ki:

E@’D,G) - EI

YO'D"s= .‘.]",

Egy harmadik dsszeghen, u. m.
IODo =13,

amely ugyanarra az alakzatra terjed ki, a (D®) osutdsrészek az elGhhi-
félék, (D) és (D"a), kizis vészei legyenek. Még pedig jeloljok

(D,'®), (Dg'®),...
azokat a kozix részeket, amelyek egyiitt a (D'®) vésat képezik, és
jelaljék

D,"a), (D), ...
azokat a kizis részeket, amelyek egyiitt a (D"®) részt képesik. Igy :

Y =30'(D, a+Dya+ . .)

Y =20"(D,"a5+Dy" e+ . .)
=X(®,'D, 5+D,'Dy 5+ . .)
—3(®,"D," 5+ B, D"t . ).

L4 b4

Eszerint

Y S=3[(P'—®,)D, 5+(®"—D,)Dy i+ . .|
YN =3(Q"—®,")D," o (D" =D,")D, " #+ . .|.

Az alakzat teljes nagysdgéinak a szémértéke legyen @. Mivel a
® figgvény folytonos az alakzatban, fgy birmi kis szdémérték legyen
P, létezik akkora positivus szém, Dg, hogy mihelyt minden D'e &
D"® szémértéke kisebb, mint Dg, mdr az itteni fiiggvény-kiillomhségek

szdmértékre kisebbek, mint p: 2@, és fgy



T

i 1 3 1
Y 3| <T)1" | 8" —3 | < 21;.
2, 4

Eszerint, ha ¢ & € szdmértéke kisebb az egyséenél,

’ r”

€ 7 v &
Y--3= o1 ¥ _Z=5p.
Kovetkezileg
L r
AN AN € —¢
' —=—a—p,

dmde
| " —e" | << 2.

,

Eevittal tegyiik itt azt az észvevételt az eldbbi ezikkben definidlt

g- ®Da

o/ On

\ {DUG): S(. DD ¢ g- DODGH-. .+
SO JOy OO

kifejezésre nézve, hogy az () sth. alakzat-részek hatérin dtszelt osatds-
részek most mind  belgjitk  tartozd @ szorzoval  vehetdk szimba, t. i
azért, mert a @ fiiggvény mindeniitt folytonos az alakzathan, tehdt az
Atszelt osztdisrészekben is folytonos.

XXIV. A véges és altalaban folytonos fiiggvény geomedlriai integralisa.

Ha esak dltaliban folytonos a @ fiigevény a geometriai alakzat-
han (XV), de a folytonossiig-szakadis helyein is mindeniitt viges :
akkor ix viges éx egyetlen hatir érték felel meg a ZDDG bsszegnek.
Kitiinik ez a kiovetkezd megillapitdshol.

Legyen (&) az (&) geometriai alakzat oly igen kis része, amely

az Osszes killonds  helyeket magdban foglalja, tgy, hogy az alakzat

mdsik  részéhen nem foglaltatnak  kilonos helyek, woom. tolytonossig-
szakaddsi pontok, vonalok, folilletek, e mdsik rész hatdrain sem. Az
alakzat e tilnyomdlag nagyobb részét (& —a,) jelentse.

Most az (¢,) alakzat-részre alkalmazzuk a kozbiilsd érték tételét.
Lhhal folydlag lehet ez az alakzat-rész oly kiesi, hogy mihelyt még
kisebh, mér a ved tartozd dsszeg-rész tetszés szerint adott kicsinél kisehb
Gs fgy az (G-—6,) alakzat-részre tartozd  Osszeg-rész a teljes isszegtd]
tetszés szerint adott kiesinél kisebbet kitlombozik.

Azomban bdrmi kicsiny legyen az (&) alakzat-rész, hacsak a
mésik részszel hatfros pontjainak ¢ az  esetleg dtszelt osstds-részek
minden pontjdnak minden kiillonis helvtsl vald tdvolsiga nagyobb,
mint ecgy még oly kis adhatd tivolsiy, akkor az (6 - &) alakzat-résare
tartozd  Osszeg-résznek  viges éx oegyetlen hatdr-Grték  felel meg, mert



ebben az alakzat-részhen, ¢s még az esetleg  dtszelt osatds-részekben ix
mindeniitt folytonos a @ fiiggvény.

XXV. Az altaldban folytonos fiiggvény geometriai integralisa.

Ha a fiiggvény végtelen is lehet a geometriai alakzatban, akkor
némi tekintetben kiiléndsebb modon képezends az Osszeg avéghdl, hogy
legaldbb a végtelenné véilds bizonyos foltételei alatt véges és egyetlen
hatdrérték feleljen meg neki.

A (D) ()vt‘m részben 16vé O ponthely a végtelenségnek hozzd
legkizelebb es6 helyétsl vagy helyeitsl p tdvolsdgban legyen. Ugyan-
csak a (Dé) osztds részben 16v6 O ponthely a végtelenségnek 6 hozzd
legkdzelebb es6 helyétsl vagy helyeitsl ¢ tuvol.swrb.lu legyen. Mdr
most oly hely legseu az () a (D&) osstds-részhen, hogy harmelv méas
hle is az (f ebben az osstds-részben, a p tdvolsdg nem kisebb, mint
a @' tivolsdg. Az ilyen O helyet a (D@) osztds-rész 16 pontjinak nevez-
vik el.

Azt a tdvolsdgot, amelyben a (D®) osstds-részbe tartozd fiiggvény-
lu-ly van a végtelenségnek & hozzé legkizelebb est helyétél vagy helyei-

tél, jelolje r.

Azzal a koveteléssel korlftozzuk a fiiggvény-helyek kitizését,
lm;.y a folosztds minden siirdségében adhatd legyen akkora hatdrozott
s véges szémérték, amelynél a p:r hényados minden osstés-részben
kisebb. A tu«r;,venvl\elyel\ ily megv:ila&/tﬁ~ arfinyos megvilasztisnak
nevezzik el.

Konny folismerni, hogy a tug«rvon\helvek arnyos megvilasztisd-
nak a kovetelése azokra az ossths-részekre nézve mem rd ki semmi
megszoritdst, amelyeknek minden pontja kivil esik oly hatdrozott sugar
gombékin, amely gombdk centrumai a végtelenné vilds ponthelyei,
hirmi kicsinyek leg}elnek is kiilomben a gémbsugarak. Mindezekben
azn osztds-részekben egészen tetszésre tlizhet ki a figgvény-hely, mert
ezek szdmdra csakis ardnyos megvélasztisa lehetséges. Béarmi kis adhatd
terjedelme legyen az alakzat olv részének, hogy a mésik rész nem
tartalmaz végtelenségi pontokat, vonalokat, foliileteket a hatirdn sem,
cbben a mdsik, tdilnyomd részben egészen szabad a figgvény-helyek
megvilasztisa ix, A (D®) osztis-részek megvilasztisa mindeniitt egészen
tetszés szerinti.

A fiiggvény-helyek ardnyos megvilasstisban az Osszeg a f0l-
osztds siiriségének végtelen nivekedésével a kivetkess in]tetelek alatt
minden esetre véges &s egyetlen értékbe convergdl.

1. Osszegelési vonalon egy pontban, vagy egyes pountokban els-
nél alacsonyabb rendii végtelen a fliggvény.
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2. Osszegelési filileten  egy  ponthan  vagy egyes pontokban
méisodikndl alacsonyabb rendd végtelen.

3. ()“/ogele\l térben egy pontban vagy egyes pontokban har-
madiknél alacsonyabb rendi végtelen.

4. Osszegelési folileten egy vonalon vagy egyes vonalokon els6-
nél dl.xuonvqbb rendi végtelen.

b. U«/egelesl tclben egy vonalon vagy egyes vonalokon méso-
dikndl alacsonyabb rendid végtelen.

6. Osszegelési térben egy folilleten vagy egyes folileteken elsd-
nél alacsonyabb rendd végtelen.

Ezeknek az dllitdsoknak a bebizonyitdsdra szikséges és elégséges
kimutatni, hogy egy igen kis alakzat-rész, amely a végtelenségi helye-
ket magéban foglalja, mint az el6bbi czikk tdrgyaldsiban is a kiilo-
nos helyeket az (®,) rész, lehet oly kicsi, hogy, mihelyt még kisebb,
mér a red tartozd Osszeg-rész hatér-értéke tetszésre adott kicsinél
kisebb. Ugyanis e foltétel alatt épen Ggy kovetkezik, mint az elébbi
czikk tdrgyaldsiban, hogy véges és egyetlen hatdr-érték felel meg a
teljes Osszegnek. Hogy pedig ez a foltétel az eldsorolt esetekben tényi-
leg teljest, annak a folismerése egy algebrai hatir-egyenletre alapithato,
nevezetesen a_kovetkezdre :

()i G)'
Lim 2)H\3/+ +\, 1

— e =iy O<e<D.

Ennck az egyenletnek a beldtisa végett  gondoljunk arra, hogy ha
>1, Ggy
v el o plipl
Tl—p—(f—1)1—p = l(l e £ el i = O |
e N Y N
tovébbd

(T 1)1 =R

_1..__3‘[1 1"(1 lm) E1+["2_+..V'(/-__iﬂf>.]_m_...]
= N3 )k 23 a2\ H Jin :

tehdt a p. mennyiség kiszabott értékt-artmnzinyz’th:m

T (h—1)1—

> (k1) - p—hi—n,

Ebbol folydlag, miutdn % helyett rendre a 2, 3, .. sor-széimokat
iktattuk,
k=n

ni- IL—1>(1——[J.) X ( >>(u+1 Ln—21.
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Inuen pedig kiviliglik mdr, hogy a font jegyzett hatdr-egyenlet
helyes.

Egyelére hat specialis eset térgyaldsdra szoritkozunk. Ezck el-
intézése utdn konnyd szerrel kiderithetd lesz majd, hogy a kimondott
tételek a maguk dltaldnossdgdban is helyesek.

l. Végtelenség osszegelési egyenes hatdrpont-
jdban.

A figgvény-helyek valamely arfnyos megvilasztisiban legyen

3|®|Ds=P,
(s)

ahol (s) az egyenes oly részét jelenti, amely a végtelenség helyében
kezdddik.
Ha a végtelenség rend-szdma p., vagy kisebb mint p, irjuk

o=

re

ahol r a fiiggvény-helynek ¢és a végtelenség helyének a  kolesonos
tdvolsdga. Mér most

P,=3 ¢,
(s) ri

Minden osztis-résznek a végtelenség helyétsl legmesszebh esé pontja
vagyis fépontja a végpontja. A (Ds) osztds-rész végpontja a végtelen-
ség helyétsl p tivolsigban legyen, és vegyiik szdmba, hogy

Pz (9

A folosatdsok  strtiségének hatdrtalan névelésében is: az Osszeg
minden tagjdban véges marad ¢ és p:r. Az elsé azért, mert jv akkora,
vagy nagyobb, mint a végtelenség rendszdma, a mésodik azért, mert
a fiiggvény-helyek ardnyosan vannak megvélasztva. Jelentsen K na-
gyobb véges értéket, mint amekkordt a

v(£)"

kitejezés a vonalon egydltalin télvehet. Ugy

Ds
P<K3—
i< (s) PH



Gs egyszersmind a folosatds stirtiségének végtelen noveléséhen

wDs
Lim P <Ix Lim¥—-
(s)p
Most az itt eldforduld Osszeget Osszehasonlitjuk egy mds Osszeggel,
r
'8

(".s') S >

amelyet a kovetkezdleg képeziink. Az (s) egyenes-résat D's egyenls
hosszisdgi részekre U\/t]lll\ De a D's hosszisdgot Ggy dl.l\l,t|lll\, hogy
kisebh lvgven, mint a végtelenség  helyéhen l\e/.ulmlu (Ds) osztéis-rész
hossztisdga. Az s von.llh(,)...\l,at az c]m (‘1).>) osztis-részhez ennek a végsi
pontjdig, a tobbihez azok kezdd pontjdig szdmitjuk, gy, hogy s értékei
rendre

D’s, D’s, 2D’s, 3D, .., uD’s
ha t. i. a teljes vonal-hossz

(n+1)D's=3s,

Az ekként meghatirozott Osszeg nagyobb, mint tontebh a &K mel-
lett 16v6 mert a (Ds) és (D's)-féle osatds-részek  kozos  darabjaihoz
kisebb, mint a p. Igy
D’s
P< K3 —.-

(s) st

Az elGirt mdédon részletesen  kifejtvén az osszeget, azutin D's helyett
s:(ntl) frvin, egvenlitlenségiink ekép jelentkezik :

(L P(L)f e +(2Y
] i g
Pb<1{ (n f] )1_” 0 L

Ha tehdt a g az egységnél kisebb positivus szdm, Ggy hatdr-
cgyenletiink szerint

K ,
(B)yy =T

n—yamp 11—

Jként, ha a végtelenség rendszdm: se nin gy 8§, meg-
Tsként, ha a végtelenség rend a kisebb mint 1, fgy s, meg
vilaszthatd oly kicsinek, hogy mihelyt még kisebb, mdr a red tartozo
Osszeg-16sz hatdr-értéke tetszés szerint adott kicsinél kisebb.

2. Vigtelenség dsszegelési sik hatdr-pontjdban.
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A figggvényhelyek  valamely ardnyos  megvilasztisihan  legyen

3| ®|Do=F,;
(0)

ahol (3) az txszegelési siknak és oly kirlapnak (57) a kdzis része, amely-
nek acentruma a végtelenség helye.
Ha a végtelenség vendszima r, vagy kisebh mint b, irjuk

4
o=t
rit
ahol r a iuggvvny helynek és a végtelenség helyének kolesonds tivol-
siga. A végtelenség helye és a (Do) osztds-rész {G-pontja kizt a tdvolsig
e legyen. Ephgy I\uvctl\cml\, mint az 1. alatt, hogy ICnak hasonldlag
folvett jelentményéhben,

D
P,<KX~>,
(o)
Lim P,<M LimX
(o) P
Az it elforduld oxszeget méds Oxszeggel hazonlitjuk osxze,
A
(3" Sit

amely az egész korlapra (3') vonatkozik, ¢és a kivetkezé madon van
megalkotva. A végtelenség  helye, mint centrum, kordl koroket frunk

Ds, 2Ds, .., (n+1)Ds =

hosszisdgi  sugarakkal. o pedig Ds hosszisdgot gy val.lsl.l]uk hogy
kisebb legyen, mint a legkisebb p, ¢ hogy az (n+1)l)s sugdr a (')
kirlap sugara legyen,

(n+1)Ds=s,.

Tovabbd a kirok kozis centrumdbdl, vagyis a  végtelenség  helycé-
b&l igen siivden sugdrokat hizunk ki, amelyek rvendre egyenls DO
szigivek alatt  kdvetkeznek egymdsutin. E sGgarak szdma N legyen,
gy, hogy

NDY=2xn

A kirdk ¢és sugarak igen kis részekre osztjik a (3') korlapot, s
ilyen rész teriletét jelentse D's az dsszegben. A centrum és az elsG
kior kozt foglalt (D's) osatds részekhez legyen s=Ds; az elsG és méso-
dik kér kozt foglaltakhoz szintén s=Ds legyen; a mésodik és harma-



dik kor kozt 1évokhoz s=2Ds; a harmadik és negyedik kozt 1év6khiz
s=3Ds; sit.

Az ily médon meghatdrozott dsszeg nagyobb mint font a K mellett
lévs, mert a (Do) és (D'o)-féle osstdsrészek kozos darabjaihoz s kisebh
mint a p, é mert ¢ nem kisebb, 56t nagyobb, mint o. Igy

Dc
)bl1

Py<K

Azomban ha (¢')-nak két szomszédos sugdr kizt foglalt része 67, gy

yD'o D's N IL’
(o) s (@) s*
tehdt
P <KNX ey
CH) Si

A (") korszelvényben 16vé D's tertiletek rendre ezek :

1 3 5 anl) :
(E)’E’Te" , (Ds) DO,

az 3 értékei pedig az elGirds szerint a megfeleld sorrendben

(1, 1, 2, 3, .., n)Ds.

1+ 3+ .’)( )l ( 1)1JL 2.,,+1 1):1
2722 2 \n/
p So 1
P <2nK e yram o

Kovetkezoleg

Mir most tegyiik fil, hogy a végtelenség rendszdma kisebb, mint 2,
Minthogy a p. esak azt a kirovdst viseli, hogy ne legyen kisebb, mint
a végtelenség rendszdma, fgy foltehetjitkk, hogy 1<p<l2. Ebben a
jogos filtevéshen irjuk p=1+v, ahol o<lv<{l. Kapjuk:

P <2nK 1:—_"({ ) (71)

n-rl)I_V

Az nszém hatdrtalan novesztésével az itteni X sszeg mésodik fele
convergens sorrd vilik, kovetkezileg hatdr-egyenletiink értelmében

Lim PG<22~T:_I§LS.2_11.
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(1}

Ha tehit a végtelenség rendszima kettonél kisebb, tgy s, és vele
egyiitt a (o) lap-rész megvilasathatd oly kiesinek, hogy, mihelyt még
kisebb, mdr a red tartozd Osszeg-rész tetszésre adott kiesinél kisebb.

3. Vigtelenség Osszegelési tér hatdr-pontjdban.

A fiiggvény-helyek valamely ardnyos megvélasatisiban legyen

3 @|Di=P,
(7)

ahol (1) az isszegelés terének és oly gombnek (t) a kozis része amely-
nek a centruma a végtelenség helye.
Ha a végtelenség rendszdma b, vagy kisebh mint p, irjuk

o=,
re
ahol r a figgvény-helynek és a végtelenség helyének o kolesonos
tzl.\'nl&.tg' A va.t(‘l(‘nsow helye ¢s a I)t osztdsrész tnpuntm kozt a tiavol-
sig p legyen. Eplgy kivetkezik, mint L. alatt, hogy K-nak hasonlé
mo(lon folvett jelentményében
WDt
P < 31—,
(x) P*

Lim P <K Lim Z— .
(v ¢"
Az itt eldtorduld  dsszeget egy mis dsszeggel hasonlitjuk  Ossze,

D't

—

—
(x) s*

amely az cgész gombre (t') vonatkozik s a kdvetkezé mddon van meg-
alkotva. A végtelenség helye, mint centrum, kiril gomb-falileteket
irunk

Ds, 2Ds, .., (1n4+1)Ds

hosszusdg sugarakkal. Tos pedig a Ds hosszisfigot dgy vilasztjuk, hogv
kisebb l(\gyen, mint a legkisebb p, és, hogy az (11+1)Ds sugdr a (7)
gémb sugara legyen,

(n+1)Ds=s,.

Tovébbd a gomb-télilletek kozos centrumdbol, vagyis a végtelenséy
helyébdl, mint estesbdl, igen vékony gilikat l\ep(‘/unl a (t') gdbmbben,
amelyek e gémb foldletén egyenls $2Do terdleteket hatdrolnak. K
ghlik szdma legyen N, dgy, hogy

NDo=4m.
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tért, s 11yen rész tertogatait Jelelltse ])‘C az osszegl)cn ‘k (cntlum és az
elsé gombfolillet kost foglalt (D't) osztdsrészekhez s=Ds legyen; az
elsé ¢s mésodik gombfolillet kozt foglaltakhoz szintén s=Ds; a mdso-
dik és harmadik kozt 1évékhoz s=2Ds; a harmadik és negyedik koat
lévokhoz s=35Ds; xit.

Az ily mddon meghatdrozott Osszeg nagyobb mint a K mellett
1év6, mert a (D) és (D'1)-féle osatds-részek kozos darabjaihoz s kisebb.
mint a p és mert T nem kisebb, s6t nagyobb, mint 1. Igy

P<ks”
() s*

Azonban, ha (t')-nak egy gila-része (z7), gy

\'EC:NV I)'_;’

— - —.
(7) st (=) st
tehdt
P.<KNS-".
(T”) bl

4

PN i b N g
A (t) galdban lévs D't térfogatok rendre ezek :

(1 719 Sn43n+l
,')

iy~ B

] 5 {}

)I))I)s

az s értékei pedig az elGirds szerint sorban :

(1,1, 2, 3,..nDs.

Kovetkezileg
1 7 19/ 1\r 37/ 1\n 3nitdnl /1
ststgks) Faig) g (5)
Pr<47'tlf' S B ‘ — 852,

(n+1)3—p

Mér most tegyitk f6l, hogy a végtelenség rendszima kisebh,
mint 3. Minthogy v esak azt a kirovdst viseli, hogy ne legyen kisebh,
mint a végtelenség rendszdma, igy foltehetjitk, hogy 2<p<3. Ebben
a jogos foltevéshen irjuk p=2+v, ahol O0<v<l{1l. Kapjuk:

1 **"(1_}_1 ) v
; AR L)
8o 31,

3 s—r
Bl (1)

Az n szém hatdrtalan novesztésével az itteni N osszeg misodik és
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harmadik része convergens sorrd vilik, kivetkezSleg hatdregyenletiink
értelmében
Lim P'°<§‘E%LS° 3—p,
€Y —

Ha tehit a végtelenség rendszima hdromndl kisebh, tGgyv s, és
vele egyiitt a (1) gomb-rész megvilaszthatd oly kicsinek, hogy mihelyt
még kisebb, mir a red tartozd osszeg-rész tetszés szerint adott kiesindl
kisebh.

4. Vigtelenség egyenes vonalon, dsszegelési sik
hatdrdn.

A fiiggvény-helyek valamely arfinyos megvilasztisdban legven

S|®|Do=P

(a) ’

ahol (o) az Osszegelési siknak s oly derékszogd négyszignek (¢7) a
kozis részét jelenti, amelynek egyik oldala a végtelenség vonala. Az
Osszegelési lap tobbi részét nem szitkséges tekintetbe venni, mert méir
esak  végtelenségi pontokat tartalmazhat, t. i. a kiilonés vonal vég-
pontjait, és, mert folteszsziik, hogy a végtelenné vilds vendszdma kisebb
mint 2, s6t kisebhb mint 1.

Ha ez a rendszdm sehol sem nagyobb mint p a végtelenség
vonaldn, 1rjuk

1=,
. i
ahol 7 a faggvényhelynek és a végtelenség egvenes vonalinak a kal-
esonds tdvolsdga. B ovonal és a (Da) osatds-rész fdpontja kizt a tdvol-

sig p legven. Epigy kiovetkezik, mint 1. alatt, hogy A-nak hasonld

madon félvett jelentményében

Lim P5<K LimEDE-
@ ¢"

amely az egész dertkszigid négyszig tertletére vonatkozik, s a kivet-
kezd maodon van megalkotva. A viégtelensée  egvenes vonalfval pér-
huzamosakat vonunk a (¢) lapon, rendre
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Ds, 2Ds, 5Ds, . . (n+1)Ds

4

tavolsggokban. Es pedig a Ds tavolsdgot gy vilasztjuk, hogy kisebh
legyen mint a legkisebh g, &, lmg_\' (e+1)Ds o derckszogii (s7) lap
szélessége legyen

(n4+1)Ds=s,.

Tovabhd a parhuzamos egyeneseken kirosztil igen striden merd-
legeseket vonunk, amelyek rendre Dg egvenld  tavolsdgokban sorakoz-
nak egymisutin, N szdmi Dg hosszis Lgl’ részre osztvan a pdrhuzamos

egyeneseket, mihez képest, ha a végtelenség vonalanak a hossa g, gy
ND¢=q.

A p:’wlmz:unm ¢3 a merdleges egyenesek igen kis részekre oszt-
jik a (3) négysziget, s ilyen rész tertletit ]elentw D's az ixszeghen,
A vigtelenséy \’on.t].t].l ¢ az elsd parhuzamos kizt foglalt (0'3) osatds-
részekhez s=Ds legyen; az elsd & misodik pdrhuzamos kozt foglal-
takhoz szintén s=Ds; a misodik és harmadik parhuzamos kizt lévok-
hiz $=2Ds; a harmadik & negyedik kizt 1évokhiz s=3Ds ; sit.

Az ily mddon meghatirozott Gsszeg nagyobh, mint tont a A mellett
lovs, mert a (Do) és (D'g)-tele osztis-részek kozos darabjaihoz s kisehh
mint a g, ¢ mert o7 semmi esetre sem kisehh mint 5. Eszerint

I)c

P.<KX—
(ﬁ ’ bl
Azonban, ha (3')nak oly része, amely két szomszidos  morileves

-

kozt van (37), dgy

Ds Do
3 = gy
(3") (s

tehdit

P<KN" 5
(.1 )-

A (5") szalaghan  1&6vé D's teriiletek, valamennyi  =Dg. Ds,
mig az 8 értékei rendre

(1, 1,23, .., n)Dsx.

P <K:- ’ ( ) <ﬁ) “+(T"):l.<',1 i,

(“_L_l)] -

Kovetkeziley
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Ha mdr most 0<p<l1, Ggy hatér egyenletiink szerint

LimPc<£so T,

Ha tehdt a végtelenséy rendszima az egységnél mindeniitt kisebh
az egyenes vonalon, dgy s, & vele egyiitt a (o) laprész megvilassthato
oly kicsinek, hogy mihelyt még kisebh, mir a red tartozd isszegrisz
tetszés szerint adott kiesinél kisebb.

D) Viégtelenség egyenes vonalon, dsszegeléxi
tér hatdrdn.

A fiiggvény-helyek valamely arfinyos megvilasztisiban legyen

2P \I)t—

(T)

ahol (1) az Osszegelési térnek és oly egyenes kdrhengernek (7') a kizis
része, amelynek tengelye a végtelensée vonala. Az dsszegeldsi tor
tobbi részét folosleges tekintethe venni mert mir esak végtelenséei
pontokat t.:u'mlnmnlmt.. t. 1. a végtelenség vonalnak a  vég-pontjait,
és, mert o végtelenség rendszamirdl folteszszik, hogy kisebh mint 3,
s6t, kisebb mint 2.

Ha ez a rendszim sehol sem nagvobh mint p a végtelenséy
vonaldin irjuk

ahol » a figgvény-helynek és a vé(rtolmm'-g egvenes  vonalinak a

kilesinds tidvolsdga. E vonal & a Dt osstds-rész fG-pontja kst a tavol-
sig g legyen. ,]m"\ kaovetkezik, mint 1.) alatt, hogy A-nak hasonld
madon folvett jelentménydéhen

o <gs”,
(@p*
Dt
LimP <KIAH)H* -
Ol
Az it eldforduld dsszeget egy mis dswegeel hasonlitjuk dssze
T
—d
(7)s*

amely az egész kor-henger tér-tartalméra vonatkozik és a kivetkexs
mdadon van meunll\ut\"t A vigtelenség  vonala, mint tengely, kériil
(7')-han Lmh(‘ntrerel\et irunk

’

Ds, 2Ds, 3Ds, . . (n+1)Ds
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hosszlisfig sugarakkal. Es pedig a Dq ]\ow/ll\agat Ggy vilasztjuk, hogy
kisebb legven mint a legkisebb p, és, hogy (n+1)Ds akkora ]eg_ven,
mint a (D7) kér-henger sugara

(n+1)Ds=s,.

Tovébbd a tengelyen kordsztil igen siirden, arra merdleges
sikokat fektetiink, amelyek rendre e(rvenl() D¢ tivolsighan \01"1k()/,|1.1k
egymisutin, N szdma Dg lmsvmagu részekre  ozstvin a tengelyt,
mihez képest, ha a tengely bels§ hossza ¢, gy

ND¢=¢.

\e(rul még a tengelyre igen shrtien sfkokat fektetiink, amelyek
rendre e(rvoulu DO Q?()(Tl\'el\ .1lutt hajlanak  egvmdshoz, tigy hogy D)
egy teljes koriv Fl-ad részét képezi, tehit

HDO=2r.

A henger-foliilletek, merdleges sikok és szigell6 sikok igen kis
részekre osztjik a (7)) henger-tért, s ilyen rész térfogatdt _]elent-»e D'z
az Osszegben. A tengely &s az elsd henger -folulet l\w.t. foglalt (D'7)
oxzts- re.wel\he/, s—Ds le<rveu az els6 és mdsodik henger-feliilet kizt
foglalt osztés-részekhez szintén s=Ds; a mdsodik és harmadik kézt
1évékhoz s=2Ds; a harmadik és negyedik kozt 1évikhiz s=3Ds; sit.

Az igy meghatdrozott Gsszeg nagyobb, mint font a K mellett 16vi,
mert a (Dt) & (D'1) osstds részek kazos darabjaihoz s kisebh mint p,
és mert T nem kisebb s6t nagyobb, mint 1. Kovetkestleg

T (T ) gp.

Azonban, ha (thnak oly réze, amely két szomszédos merdleges
stk és két szomszédos h/(w‘(“”() stk kozt. fo'r].lltml\ (t"), gy

D Dt
S NHZ ",
(~: IR
tehdt

T<KVH“D—T

(‘t” ll

A (") henger-szelvényben 166 D' térfogatok rendre

1 3 5H Znﬂ
(_2,,9 Sy )(Ds) D D



mig a megfeleld s értékek rvendre

(1,1,2,8,.., 0)Ds,

1 3‘5 I):l 7 '1)!l ‘)nH 1)
2o o\n +~2(.~f;’ et 2’**(,1

kS g e
P .<2nk3g (niDiw 8,21,

kivetkezileg

Ha mdr most a végtelensée vendszdma mindeniitt  kisebh mint
az egyenes vonalon, n*lmt uk 1<1L<d. és ugyanazon a madon, amelyet
2.) alatt alkalmaztunk, azt taliljuk, hogy

2nKs
Lim P <~ ~'5.so"—ll.

s

Ha tehidt a vig 'lolou\-ég rendszdma kettdndl mindeniitt kisebh az
egyenes vonalon, gy sy ¢ vele egyiitt a (t) henger-rész megvilaszthatd
oly kiesinynek, hogy mihelyt még kisebh, mér a ved tartozd Osszeg-rész
tetszés szervint adott kiesinél kisebb.

G. Végtelenséyg siklapon dssgzegelési tér hatdrdun,

A figvény-helyek valamely ardnyos megvilasztdsiban legyen

E ‘ (I) I)T:P §
(x) E

ahol (1) az dsszegelési térnek és oly () egvenes hasibnak a kizis
része, amelynek egvik véglapia a végtelenség folillete. Az Osszegelési
tér tobbi részét az  eldbbi H. 6s a ]\n\'(tl\u/,()' alatti megdllapitisok
szevint f6losleges  tekintethe  venni, mert az mdr  esak  vigtelenségi
vonalat tartalmazhat, t. i. a viégtelenségi  lap  kervitletén, é mert
folteszsziik, hogy a viégtelenné vilds rendszima mindeniitt kisebh mint
2, st kisebh mint 1.

Ha ez a rendszim  sehol sem nagvobh mint pa  viéglelenséy
folitletén, irjuk

b
I(I)l:;;’

ahol » a filgvény helynek  a vigtelensée  sik-lapjatal  vald tdvolsdea.
E Tap & a Dt oosztds-rész fG-pontja kozt a tdvolsdg g legven. :]p'
kivetkezik, mint 1. alatt, hogy A-nak hasonld mmluu folvett ](‘lt‘lllnlv-
nyéhen

P<I"‘ s
T@) 9*
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Lim P.<<K Lim X -
¢

Az itt eldforduld Gsszeget egy mis dsszeguel hasonlitjuk dssze,

D't

——

\
-
(/)"
amely az egész egyenes hasdbra (1) vonatkozik s a kivetkezd modon
an megalkotva. A vigtelenség sik-lapjaval pérhuzamos sikokat képe-
ziimk  attol
Ds, 2Ds, 5Ds,. . (n+1)Ds
tivolsdgban,  Espedig a Ds tdvolsdgot tGgy  vilasztjuk, hogy  kisehl
legven mint a legkizebl g, & hogy (1 +1
5. “ =, )

A
Ds  akkora legyen, mint a
hasdh magassdga

(n+1)Ds

,o

Tovibbd a pirhuzamos sikokon kirisatiil redjuk merdlegesen igen
vikony egyenld dtmetszetid hasdbokat fektetiink, amelyek N wdm éx
D tevillet részekre osutjik azokat gy, hogy a véglelenséy  lapjinak
a teriilete

NDs=g.

A sikok & a vékony hasdbok igen kis részekre osstjdk a (7)
hasdb-tért, & ilyen rész térfogatdt jelentse D't az dsszeghen. A vigtelen-
ség lapja &s az elsé parhuzamos lap kozt foglalt (D't) osztds-részekher
s=Ds legyen; az elsd ¢ misodik parhuzamos lap kozt foglalt osatis-
részekhez  szintén s==Ds; a mdsodik & harmadik  kozt  1évakhos
5=2Ds: a harmadik & negyedik kozt 1évikhiz s=3Ds; sit.

Az ily mddon meghatdrozott dsszeg nagyobh mint fontebh a A mel-
lett 16vaG, mert a (D) és (D'7)-féle osutds-részek kizios darabjaihoz tartozd

»

s kisehb mint g, & mert ©° semmi esetre sem kisebh mint 1. Eként

D'z

P. <KX

(z")sh
Azonban, ha (t)-nak egy vékony hasibhan foelalt része (77), fey
, o2 R = o

D't D't

z=Zi_ys -,
(::)Syz (") ol

tehdt

p<inz PN

(") e
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A (77) vékony hazdibban 16vd valamennyi D't térfogatok = Ds. Dg,
az 5 értékek pedig rendre

(1, 1,2, 3,.. Ds.

1+1s ) (3)”+ +'1)

o S ) (T

Ha mdr most O<pu< 1, vgy hatdr-cgvenletimk értelmdéhen

Kovetkezdleg

Lim P_<T ]K_G!L.sul—u.

Ha tehit a végtelenség rendszdma az cgységnél mindeniitt kisehh
a sik-lapon, dgy 5; és vele egviitt a (t) hasdb-rész megvilaszthaté oly
kicsinynek, hogy mihelyt még kisebb, mdr a red tartozd Osszeg-rész
tetszés szerint adott kiesinynél kisebh.

T) Az dltaldnossdg

Viéges  kiterjedésti  geometriai alakzatban a @ fliigeviény cgyes
pontokban, vonalakon, folilleteken végtelen legyen oly  rendszdmok
szevint, amindket a hat dltalinos propositio foltételez.

Vilaszszunk ki a geometriai  alakzathol oly rvészeket, amelyek
mindegyike vagy egy kiillinds pontot, vagy egy kitllonds vonalat, vagy
kitlonds vonal egy cl.u.lh;dt vagy egy ]\ulunm foliletet, vagy kitllonos
folillet egy (l(ll"lh]‘lt tartalmazza a lmtz\r.m, mint végtelenné vilis helyeit.
A geometriai alakzat tobbi részében sehol se legyven végtelen a fiiggvény,
a hatdrdn sem, minek kivetkeztéhen czzel a tobbi részszel nem kell
torddnink.  Megjegvzendd, hogy az alakzat-részek ilyetén kivdlasztdsa
még akkor is lehetséges, midon  kitllonds vonalak, folidetek metszik
caymist,

A Kkivilasztott részek vagy vonalak, vagy folilletek, vagy térek.
Fzeket egyenkint ](]\(‘1)(‘//,\[1(' a vonalakat egyenesckre, a toliiletekot
sikokra, a téveket mds térekre. Ugy képezziik le, hogy a.) képik
hatdra  hatdruk képe legyen, s kitlonis vonal képe egyenes, kilonds
folidet képe s’k legyen; b.) ha egy osztisrész (Dé), és ennek a képe
(Day), dey a ])m.I)m1 hinyados ne lehessen végtelen nagyv; ¢.) ha
(D®) fépontjdnak tdvolsdga o kitlonds ponttdl  vagy  vonaltél vagy
folilettdl, illetGleg utobbiak esetéhen legkizelehbi lmnt]lﬂ tol @, ¢ it
(D) ben a ]\u]nun\ pont képstsl vagy kiilonios vonal egyenes-képotil

vagy  kilonos feliilet  sik-képétal logm('»/.uhh tekvo  pont tivola g,
gy g, :g ne lehessen végtelen. Mindenesetre megvilaszthatok olyképen
az egyes alakzat-részek, hogy ezek a kivetelések is teljesithetdk legyenck.
Kitimik ez mdr abbdl, hogy az alakzathdl kivilasztott részek lehetnek
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oly Kiesinyek, mikép pontjaikat tetszésre adott kicsinél kisebh uwtakon
mozdithatjuk el tgy, hogy ez altal a leképezések az a) értelemben
teljestljenck, amidén  aztin  cgvszersmind  a (Do) osstisrészek az 6
(Do) képeiktdl, a p tivolsigok pedig a p, tdvolsdgoktol kis mértékhen
kilomboznek.

Miir mmt legyen a fiiggvényhelyek valamely ardnyos megvilasz-
tdsdiban a X (I)‘I)m oly része, (XXII). amely egy kivilasztott ‘lldlxl,‘lt-

”

resare t,el_]ed ki

IO |Do=

m
(u)_)

Ha a végtelenné villds rendszdma az (o) hatdrdn 16vé killonos
ponthan  vagy  vonalon vagy foliileten nem nagyohh, mint v, gy
r-rel ]v]o]\ln az ily hely s a figgvényhely kizt 16vi tavolsagot,
rie D mindeniitt véges marad az (@)-han, a folosztdsok stirtiségének
hatdrtalan noveléze mellett i<, De véges marad g7 is, a fliggviny-
helyek ardnyos  megvilasztdsa miatt, s o foltevés szerint prip is
[gv viges marad

ey
e v

tehat viges marad

A"l * -t (I) — }l‘(‘I)
AL JEUT I

Mivel  pedig a tOltevés  szevint Dé: Doy hdanyalos sem Tehet
végtelen nagy, fov ebhen az identitashan :

Do,
@ Di=p 0" @

a jobh oldalban foglalt utolsd tort-alak szorzdja mindig véges. Kivot-
kezileg, ha K nagyobb véges érték, mint amekkordt ez a szorzd
egyiltalin f6lvehet,
P <]£ I)m1

(&) r’l

Ugymanolyan kifejezés ez, amilyen a hat elghbi tdrgvalis alapjds
képeste . ..

Vigre az alkalmazdsok  érdekében jegvezzilk meg ezt az észre-
vételt: xoha & semmiféle ezélra sem szitkséges oly  foliilet-elemek éx
tér-elemek szimba vétele, amelyeknek llev,mrelll-wll\ vagy hatdrtalan
kiesinyitésitkkel el nem simuld ln-h.l;]m.uk vannak.
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XXVI. Tér-integralisok reductioja.

1. Ha véges kiterjedés 7" térhen a hely @ figgvénye folytonos és
¢ ivdnyban derivalhaté figgvény, és deriviltja is folytonos, akkor ez a
tér-integralix:

o

I—ES OT.D‘E
r

oL

folilleti integralisra veducdlhatd, amely a 77 t4r hatde-foliletéve S-re
vonatkozik. Még pedig ha a folilet Dg elemdének  Dhefelé mutatd
normalisa e irdnyd, dgy

I= —\ D cos (4, 1)Da,
Jg

ahol (7, se) az ¢ ésopivdny szige.

Einek a folismerdse végett vegyink {61 a 7" térben egy viégtelen
vikony hasdhot, (D7), olyant, amely pirhuzamos az ¢ irdnynyal és az
S két eleméhen, (D, g), (Dy6) végzsdik, amelyek mindecyikéhez egyetlen
hetelé mutatd normalis ivdny ey 6s oy tartozik. A tér-integralisnak
azt a vigtelen kis részét, amely erre a hasdbra szoritkozik, jelélje DZ:

. @
I)[E\ -O.\(I.)l)'r.

o0t
br

Tlyen integralisok dsszege képezi az egész I integralist.

Most o (D7) tér-clemeket dgy vilaszszuk meg, hogy a (DT)-féle
hasdhok  merdleges  dtmetszéseibdl  szdrmazd  teljes  dtmetszeti hasdb-
clemek legyenck. Ha egy ily hasdb-elem hoszsza DA, s a hasdb-metszet
terillete Doy, gy Dt=Dg, DA, éx

DI= D%S Do,
Py ol

ahol a A index a hasih  egy oldal-vonalit jelenti.  Azonban, ha a
(D) vonal-clemnek, mint ¢ irdnyd vectornak, a végihez és clejéhes
tartozd @-érték  kilimbsége DD, gy @-nek az ¢ irdnyd  deriviltja
(XVII) nem mds, mint DO : DX, tehdt

DI=D,\ DO=(®,—)Dg,

A
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ahol @, a (A) vonalnak, mint ¢ irinyd vectornak, a végéhez, @, az
elejéhez tartozd érték.
Minthogy
Do, = cos(i, ny)D 6= — cos(é, ny)Dyo,
igy egyszersmind
DI=—®,cos(i, n,’"Dyo—D,cos(i, 1y)Dys.

Az ilyen kifejezések Osszegeléséhil

I=— ( Dcos(i, n,)Da,

o/ 6,
azaz
‘3 : .
\ ~.?D‘l::—3 Dcos(t, 1)Da.
o 0Ol =
r )

Tgaz, kilonos modon vilasztottuk meg o tér-elemeket 6x foliilet-
elemeket, Mivel azonban tetszés szerinti mds vilasztdsban is mindegyik
integralis ugyanazzal az értékkel bir, fgy Altaldnosan érvényes ez az
egyenlet, ha @ folytonos és az ¢ irdnyban derivdlhatd fiiggvény, éx
derivdltja is folytonos 7-ben.

2. Akkor is 4ll ez a tstel, ha egyes pontokban nem folytonos
a @ figgvény & deriviltja, de vagy véges, vagy a fiiggvény végtelen-
ségi rendszéma 2-nél; deriviltjdé 5-ndl kisebb.

Eunek a folismerése végett irjunk egymdst nem metszé gombh-
foliileteket igen kis p sugdrral a kiilonds pontok, mint centrumok, koril.
Bels6 pontok kdoriil teljes gombfélitleteket, a hatdron 1évok koril a hatdr
toliletig terjeddket. Az utébbi gombfoliletek a 7' tér hatdrfolilletéhol
bizonyos részeket metszenek ki. A hatdr-folillet tobbi részét jelolje S’
és az Osszes gombfolileteket o jelolje. Végre a 7" térnek azt a részét,
amely az S folilet s az Osszes gombfoliletek kozt van, jelolje 7.

A T tér nem tartalmazvin kiilonds helyet, erre vonatkozOlag
folirhatjuk a reductids egyenletet :

di

S §9D‘c:—g D cos(, n)Dc——S Deos(i, n)Da.
7 g ]

A hdrom integralist jelolje roviden Iz, I+ I, Az el6bbi czikk
I3 ’ . . > < . % : ’ : £
értelmében a o lehet oly kiesiny, hogy” mihelyt még kisebb, mér
17" &s I az egész T-re és egbsz S-1e tartozd integralistdl tetszés szerint
adott kicsinél kisebbet kiilonbizik. De egyittal oly kicsiny is lehet
a p, hogy mihelyt még kisebb, mér | I5| tetszés szerint adott kiesindl
kisebb. Errsl kell meggyszodniink.



A figgvény-helynek s a legkizelebbi killinds pontnak a kileso-
nix tdvoldt jelolje r. A ¢y véges constans, ésa pszim akkora legyen,
hogy a 7' térben mindeniitt

P <dh u<l2

Vildgog, hogy

\ Ds.

=

1| <

et
Ha tovibbd a kiilonis pontok szdma N, Ggy az itt 416 integralis
semmi esetre sem nagyobh mint 4nNp?, tehit

| I, | <4rwNpyp2—tt.

Minthogy a foltevés szerint p<2, igv a p megvilaszthatt oly kiesiny-
nek, hogy mihelyt még kisebh, mér |Ig| tetszés szerint adott kiesinél
kisebb.

3. Akkor is 4ll a reductits tétel, ha egyes vonalak pontjaiban
nem folytonos a @ fiiggvény és deri 1lt:](m, de vagy véges, vagy a
fiigavény végtelenségi rendszéma 1-nél, a deriviltjds 2-ndl kisebb.

Ennek a folismerése végett dvezziink kordl igen kis egvmdst nem
metsz§ folillettel minden egyes Gsszefiiggd kiilonds vonalat, mindegyiket
olyannal, amelynek 6szszes pontjai ugyanabban a p tdvolsighan vannak téle
vagyis legkize- lebbi pontjatol. Lehetséges ez torési és eldgazdisi vonal-pon-
tok 1étezésében is. Amely kiilénds vonalak dtdofik vagy érintik az S folii-
eltet, vagy rajta fekiisznek, azok dvedzdje igen kis részt metsz ki az S foli-
leth6l. 1 folilet tobhi részét jelolje S'. Az dvedss folilletek Osszeségit
jellje 5. A 7" térnek azt a részét, amelyet S és o hatdrol jelilje 71”

Minthogy a 77 tér nem tartalmaz kiilings vonalakat, s legtiljebh
kiilondx pontokat tartalmaz, amelyekrdl foltegyiik, hogy megtelelnek az
elobbi tirgyalis kivetelményeinek, dgy

\ 2(91)':———\ Deos (i, N)])G—-S Dceos (i, n)Ds.
a' o o
S ]

Ugyan olyan okbdl, mint az elébbi tdrgyaldsban, most is csak
arrdl l\ell megeydzidniink, hogy o lehet oly kiesiny, mikép mihelyt
még kisebh, mér a s-ra wold 111t('_<.:mh.~ absolutus értéke tetszés szerint
adott kicsinynél kisebb.

Iv\"umlv mddon defindlvin a g, constanst és a p szdmot, mint‘
elihh, de azzal a kitlinhséggel, hogy most p<l1 legven, most i

1, \<l’°\ Do.



A o folilletet p sugart kords esGfolidetek és p sugard  gombfoliletek,
utdobbiak a killonos vonalak végeinél, torési és  eligazdsi  pontjaindl,
képezik. Ha a killonis vonalak  hossza dsszesen A, és ha a végek,
tordsi ¢s eldgazdsi poutok szdma dsszevive k, gy bizonydra

\ Ds<2mhp tdmhp?,

3

mert a gombfililletek soha sem teljesek, &és dltaliban a  esdfililetek
sem teljesek. ITgy

e | <2n(A -2k b1

Minthogy a foltevés szevint p<1, ennélfogva g lehet oly kiesiny,
hogy mihelyt még kisebh, mdr | I5| tetszés szervint adott Kicsinynél
kisebh.

4. Ha a @ figgvénynek folytonossig-szakaddsi folilete van a
T térben, akkor mir reductios egvenletiink nem helyes.

Azonban, ha véges a filggvény az ilyen foliileten, és folytonossig-
szakaddsa abban 4ll, hogy a folillet egyik oldalira mds érték-rendszere
tartozik, mint a mdsikra (XVI), ha tovabbd a fiiggvény deriviltja
vagy viges, vagy els6n’®l alacsonyabb rend végtelen az eféle folileten,
akkor létezik egy mds reductids egyenlet.

Ebhez gy jutunk el, hogy a 7' tért foliletekkel oly részekre
a részekre oszto tolilletek a kiilonis foliileteken fekisznek. Az egyes
T,, T, .. tir-részekre Gérvényes a reductios egyenlet:

PV . .
\ -,\.—D‘t:—\ Dcosli, 1)De
J 0 o :

7 Sy

C o] "
\ a——.—D‘t:-—g Dcos(i, n)Ds
J 0 R

7 S,

4

Ez az 1. mintdjira kivetkezik akkor is, ha a derivdlt a mondott
madon végtelen.
Osszeaddsukhol folydlag

| Qo

-1 ' ;
\ D= —Z\ Dcos(i, M) Ds.
X a/ URY :

7 k

De ezt a kifejezdst hasznosabb alakra yézethetjiik. Az Sp toliiletek
dsszeséginek  egy réwme a 7' tér S hatdr-foliletét képezi, tobbi része,
g, pedig kettixen fordl eld, t. i. oly folilet-darubok Hsszessége, amelyek
két kit szomszédos tér-osztdly hatdrdin kozos tolilet-darabokat képeznek.



Ha tehét o egyik oldaldt (+) mésik oldaldt (—) oldalnak nevezziik,
figy megfelel§ jelzés-mod alkalmazdiséval :

S %(I;Dr-— —SS(IJcos(i, n)Dc—S [(I) +cos(i, n,)Ds ++(I)__cos(i, n_)Dc_].
T o

Vilaszszuk tgy a Doy és Do_ foliilet-elemeket, hogy kettenk nt
azonosak legyenek, Egyszersmind vegyitk tekintetbe, hogy ugyanazon
a helyen

cos(, n ; )+cos(i, n_)=0.

Ehhez képest

S g—(—DDr_——S D cos(i, n)Dc—S (@ —D_)cos(, ny)Da.
4 N g

Minthogy pedig a g foliilet-rendszer esetleges oly részén, amelyen
nines folytonossig-szakaddsa a @ figgvénynek, &, —P_=0, gy a o
kizdrolagosan a folytonossfig-szakadds folileteit jelentheti.

Emellett el6fordilhatnak a 2.) és 3.) alatt tdrgyalt folytonossig-
szakadfsok, amidén aztin ez az egyenlet a reductio legdltaldnosabh
alap-formuldja.

Egyszertség kedveért bizonyos éltaldnossigokban czélszerd ezzel a
jelolés- méddal elm

5 @, cos(i, n)Do= S Deos(i, n)Da,
o+

5 @ _cos(, n_)Dczs ®cos(i, n)De.

[+ g

Akkor aztén

S oa—d)D'c — —S Dcos(i, n)Do.
ba S0y H0_

Ha csak 0®:0i szenvedne folytonossfig-szakaddst a o folileteken
a fent definiflt mddon, azonban @ nem, akkor nyilvinvaléan a kizin-
séges reductio érvényes, mert a o foliletekre vonatkozd integralis
eltinik.
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XXVII. Tér-integralisok részleges reductioja.

1.) Ha a véges Kiterjedést 7 térhen I7 ¢« P a hely oly fiiggvénye,
hogy  szorzatuk, F'P, az ¢ irdnyban derivilhaté folytonos fiiggvény
és deriviltja is folytonos, gy az eléhbi ezikk értelméhen

\ ?fLHI)1:~\ FPeos(i, 1)Ds.
oi v

- ,

Sot még akkor is drvényes ez az egyenlet, ha I°P & deriviltja egyes
pontokhan és egyes vonalok pontjaiban folytonossiig-szakaddsos, de vagy
véges, vagy FP vigtelenségi rendszdma kiilonds ponthan kisehb mint
kettd, kitlonds vonalon kizebb mint egy, deriviltjinak végtelenstei
rendszdma pedig kiilonds pontban kisebh mint hirom, kiilonds vonalon
kisebh mint kettd.

Most tegyiik fol, hogy ezen folil a 7' térben I & P dltaldhan
(XV) kiilin derivilhatok 7 irdnyban, & az

oP ol

F - P—

i oi

szorzatok  egyenként legfoljebb oly madokon tandsitanak folytonossiy
wakaddst, mint az P szovzat  derivaltjia. Akkor ¢ két szorzat mind-
egyikének van  tér-integralisa a 7' térve  vonatkozdlag, & a két integ-
ralis Osszege

) C oI C (oD oI (" o(I'P)
\ #20pei| Pime=\ (#5427 Ype= | e
‘ J o J N\ o0 0i J o
vy T ’ r

Kivetkezdleg

) [ D " .
\ P.\TDT——‘——\ FK‘:])T—\ I Peos(i, n)Da.
J T o J ol :

r 7 s

Ma folytonossig-szakaddsi foliiletek, o, forddlndnak els, amelyeken

arz. FP szorzat legtioljebb olyszerfien tandsit  folytonossig-szakadist,
mint az elébbi ezikk 4.) részében @, & a két derivdltos szorzal oly-
szeviien, mint ugyanott @ derivdltja, akkor egészen oly mdadon kivet-
kezik, mint ugyanott, hogy

o1 3 2}

\ PSJ;I)T:—\ Fa]j)])T \ F'Peos(i, n)Dr.
J, , 9 sy 5t



woo s

egy mis Leltmr.m 1Ilt("gldll“dl van klfeJeL\C Il\ l\epcu v.mlu Cl()alllt‘h;lt
részleges ledu(tl({]‘mdk nevezzik.

Ez az egyenlet formalisan magdban foglalja a teljes reductio egyen-
letét, amennyiben az dltal, hogy P=1-et {runk, az utébbiba megy &t.

2.) Ha F & (), 1" és I oly tulajdonsfigiak a 7" térben, mint
I" és P, és ha emellett az ¢ birmely irdny lehet, irjuk egyenletiink-
ben I, P és ¢ helyett rendre I, P és w; I, ) és y; I, R & 2
Aztin adjuk Ossze a hfrom egyenletet.

Rovidség kedveért tévén :

cos(x, n)y=a, cos(y, n)=p, cos(z, )=y,

| (Lo

5‘ <8P o0 aP

e aH)FD‘C—S (Pot3+ 1) F. Do

S04 40—

3.) Ha a (P, ¢, R) veetornak van potentialisa, @, a T térben,
gy, ezt o szokdsos roviditést haszndlvén :

5D 3D 3D
a;,—‘-"v-l_ajl a ——Aq)v

a (NXVII) czikk értelmében, ahol most az ¢ irdnyon . irdny gondolandoé :

5 (°®al'+ gt (I)OF)DT:—\ F.A0.Di— { °® 7. Do
dudr oydy "oz on

v stoyto-

4) Ha @ és 0I': 00, ® és 0F:0y, ® és OF': 3z oly tulajdon-
sdgunk, mint a 2.) részben I" ¢és P, I &s ), F' és R, tehdt oly
tu'aj lonsdgiak, mint a 3.) részben F &3 00 : 0w, I és 0D :0y, I és
od : 0z, akkor az iménti egyenlethen I és @ foleserélhetdk. Cseleked-
jik meg a foleserélést, aztin az j egyenletet vonjuk ki az eredetibél.

Ily médon a kovetkezs egyenlethez jutunk :

on
T
stopto—

S (. AF—F.AD)Dt=— S(q)af’_ ﬁ%(ﬁ)ns.

5.) Ha a (P, ¢, 1) vectornak vector-potentialisa van a 7' tér-
ben, akkor (XXI.) szerint
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8P 0Q Ok _
o By s

tehdt a 2.) részben az egyik tér-integralis eltdnik, és a részleges reductio
teljessé vilik.

Legyen (U, V, W) a vector—potentialis Ha l és m tangentialis
irfnyok a Do folilet-elemnél ¢é merdlegesek egymésra  tgy, hogy
[, m, n oly helyzeti viszonyban vannak, mint rendre a helyhatdrozo
tengelyek : jeloljek L, M, N a vector-potentialisnak az I, m, n irdnyra
tartoz6 componensét. Akkor (XX, 3b) értelmében

G5 Ge 5o G i) =

oy 02) o
:_S (31:[ Sﬁ)r

stofpto—

6.) Ha (X, Y, Z) vectornak T térben van vector-potentialisa
(U, V, W), és, ha U &s W, U & V, V'és U, V'és W, W és ¥V,
W' és U phronként oly tulajdonsigtak, mint 1.)-ben F és P és emel-
lett az ¢ bérmely irfiny lehet, Ggy vessiink iigyet erre a tér-integralisra :

S (U'X+V' Y+ W' Z)Dx
T

Behelyettesitvén ebbe a kivetkezGket :

_OW 8y U W ,_ 8V U
“ oy 8z “%z bx “or oy

ez dltal hat tagra szakad az integrdlandé fiiggvény. Végezziink mind-
egyik tagra vonatkozilag részleges reductiot. Ha az (U', V', W') vec-
torral vector-potentialis mddjira meghatérozott vector (X', Y', Z7),
azaz, ha
ow’ ov’ ou' ow’ oV’ oU’
X'_:_:————-’ l: 7, I:
oy 0z ¥ 0z 0z z ox Oy
akkor a reductiok folytdn
3 (U'X+V'Y+ W’Z)I)t:S (UX'+VY'+ WZ' D1+
r 74
N WV U =W Vs (7a— U WD,
Stopta -
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7.) Abban a kilonds esethen, hogy az (U’, V', W') vectornak
van a T térben potentialisa, F, az egyik tér-integralis eltdinik, mert
Xl=zo, ¥ '=w, FL'=0

s a reductis egyevlet, részletesen kifrva, igy jelenik meg:

§ [Gr—) o —m)s G35 Joe=
=S[ aa';ﬁja';v)’f aaCY 5 )V ( —5 )W]D°
stoydao—

8.) Akdrmily functionalis kifejesés tér-integralisin  végezziink
reductiot, ennek az alapjit mindig a (XXVI.) czikk végin jegyzett
egyenlet képezi: bérmely reductids egyenlet térfogati része mindig oly
tagokra vezethet6, aming ennek az egyenletnek a baloldala; esakhogy
a kiilonbozo tagokba killonbozé figgvény és irdny tartozhatik.

Azonban akér hany ilyetén tagot tartalmazzon a térfogati rész,
ha az egyes fiiggvények dltaldban mindenkép derivdlhatok a kijelolt
térben, gy mindig hdrom ilyetén taghdl dllithatd Ossze, amelyekben
az irdnyokat a <.oord1mm\-tengelyek néuydl képezik. Mert azoknak a
fiiggvényeknek bérmely irvdnyd derivéltja a coordinata derivdltakkal
fejezhets ki, (XVII).

Tényileg, legyen

I_S (oa(?l A #e- )ox

»

Ha az ¢ irdny cosinusai ay, 3;, v, sit., ugy

o0, B(I), oD, . 4_3(1)l ”
o= Y1 Sit.
ET) %, oy 2 PPRL
Ha techdt irjuk:

0,0, +D, 0+ . .=f
D, [3,7(1)2[324- =l
Dy Doyt . =0,

akkor

1=§ (esyar)e

Mithogy pedig a reductio utdn



ue W8 o

v

L=\ [Dcos(ry, 1)+ Dycos(iy, n)+ . .|Da
stopto
és, minthogy
cos(iy 1) = oy 0By 7.y, sth.,
ennél fogva
o QA4 A \I - )
\ (pf r0!1+0 )I)‘t:\ (fa—l—yﬁ#ty)l)o,
J \ox dy o0z g 5
F Stopto—

akdr tclyequ egyenként £, g, I eloforduld derivéltja ix, w. m. of:0ur,
0g: 0y, oh:0z a (XXVI)-ban kiszabott foltételeket, akdr nem, hacsak
®,, 0@, : 0/, sth. teljesiik azokat.

XXVIII. Tér-integralisok Gauss-GReen- és KirRcHHOFF-féle reductioja.

Tegyitk 161, hogy a hely 17, (+, Il figevényei a kovetkesd
fll].l](l()ll\l'r()k]\dl birnak a 7" térben : dltaliban folytonosak ; amely pont-
ban nem folytonosak, abban vagy végesek, vagy végtelenségi rendjik
kisebb mint 2; amely vonal pontjaiban nem folytonosak, azon a
vonalon vagy végesek, vagy végtelenségi rendjik kisebb mint 1;
amely folillet pontjaiban nem folytonosak, azon a folileten mindkét
oldalrél hatérozott végesek ; rendre w, y, & szerint dltaldban derival-
hatok ; derivéltjuk dltaldban folytonos; amely pontban nem az, abban
gy véges, vagy végtelenségi rendje kisebb mint 3; amely vonal
puntj:lib:ln nem folytonos, azon a vonalon vagy véges, vagy végtelen-
ségi rendje kisebb mint "' amely foliilet pnnt,.ul).m nem folytonos,
azon a folileten vagy véges, vagy vigtelenségi rendje kisebh mint 1.

B foltételek alatt (XXVI)

\' (OF oG o][

=— o (3 )3).
P 31/ 5 Dr= \(_Fa G+ Hy)Do)

7 v stoqto—

Ezek a foltételek tobbet tartalmaznak, mint amennyi ahhoz
sziikséges, hogy az integralis-egyenlet helyes legyen. Valoban, e tol-
tételek egész Osszesége csak  dltaldban véve szitkséges: a figgvények
bizonyos alakrendszere kielégiti reductios egyenletiinket, jollehet némely
eldirt foltételt nem teljesit.

A fiiggvények bizonyos alak-rendszerének pedig mis reductios
egyenlet felel meg amiatt, hogy némely eldirt fotételt nem teljexit.
Ennek az alak-rendszernek egy specialis fajira vonatkozik egy Gauss-tol
egy GREENtG] és egy Kirernorrtdl szerzett reductio, amelyek mindegyike
d.l.lp -vetd Jtlvntu\e« reel bir az alkalmazdsokban.
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1) Tegyik {51, hogy az (F, G, H) vector a T tér belsejéhen
1év6 «, b, e pontban mésodrendi végtelen, a (617 :0x, 0F': 0y, 0I': dz)
veetor petlw ugyanott harmadrendii végtelen, de a

oF oG oH
50 oy 8:

dsszeg vagy véges cbben az «, b, ¢ poutban is, vagy harmadikndl alacso-
ll\"lhl) wnduen vwrtelen és az a, b, ¢ pont nem pontja kiillonis vonalnak
vagy kitllonds tnlulemol\ azaz l\(nul zdrhatd oly foliilettel, 'unelveu
belill az F, G, Il figgvinynek éx a 81': dr, O+ : 9y, Il: 3z fiigy-
vénynek nines mis kiilonos helye, mint az «a, b ¢ pont. Ilyen fnluletet
jelljon a kivetkez6kben § és a koriilfogta tclt jelolje m.qd T, mert
a tér tobbi részével nem kell tmmlnunk

Ha az a, b, ¢ kiilénds pont nem 1éteznék ebben a 7' térben, akkor

\ <8F oG BH

+3pT 93 ) DT=— Sg(Fa:(r[HHy)DG

v r
volna. Az @, b, ¢ pont miatt dltalaban nem érvényes ez az egyenlet, jollehet
a két integralis 1étezik. Altaldban nem ér vényes, melt(\\\'l) értelmében
olyan hmmn egyenletet foltételez, amelyek rendszere ezuttal nem létezik.

Azonban /,(n]uk koral az a, b, ¢ pontnt oly §" foliilettel, amely
egdszen & 1" tér belsejében van. Az 8 &x S foliilet kisat foglalt 7—17"
térre alkalmazhatjuk a reductiot :

(3F oG BH
ox 5J LE
o/ T

) Dt=— ( (Fa+G’ﬁ+H‘()Dc—S (e + G+ Hy)Do.
“§ &

Ha most az §” foliiletet dgy véltoztatjuk, hogy a belilitte foglalt
tér, 7", végteleniil kisebbedjék, a 7’—7" térre sz016 integralis értéke
w«rtclcnul kn/eledlk a T térre sz016 integralis cltekuhe/ mig az §
iduletle sz016 integralis véltozatlan marad. Kovetkezileg az §' tululehe
52010 integralis sml\w(rkepen hatdrozott véges értékbe convergdl, amely
fiiggetlen  attdl, hogy milyen alakzaton vezetjiik 4t az b foliletet,
— az a, b, ¢ poutlm, vagy ezen a ponton dtfekvd vonalba, vagy
folillet-darabba terelvén pontjait avéghsl, hogy tértartalmbt, 77, el-
enyésutessiik.

Ezek utdn irjuk:

ahol 7 az @, y, z figgvéuy-helynek az a, b, ¢ ponttdl mért tdvolshga

=(@—a)*+(y—b)2+(2—c)2,
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u, v, w pedig az &, Y, z coordinatiknak, az » tdvolsfgnak, éx az

r—a y—0b Z2—c
=), I 1,

r r T

irfiny-cosinusoknak, mint fiiggetlen argumentumoknak, derivilhatd foly-

tonos fiiggvényei legyenek a 7' térben, és e térben a hét argumentum

mindegyikére képezett partialis derivdltjuk s folytonos legyen.
'\[111(h(wv a \ultom S fululw me"\ul‘h/m\.\. kizombis a veégst

pomtz\l ‘mint (,entlumnnl és p sugar ml

\ (e ey
\ (Fa: 31 HyDs =) ue iy,
s 'y P
Ebben az integralishan A=a sth. Ha tehdt dltalfnosan
w=u(r, y, 2, r, A, u, v), sth..

gy ebben az integralishan

u=u(r, y, 2, p, %, 3, 7), sth.
ha frjuk:
u(a, b, e, 0, o, B, v)=u, sth.
akkor

1y + 04310, g

Lim S (Fa+Gf+Hy)Da= Lim g
"—yo" s ryoy @

Gondoljuk most az @, b, ¢ pont, mint centrum, korill a sugdr-
egységgel képezett (g,) trmnhi'(')]"letet A (Do) folilet-elem centralis
vetiilete ezen a fnlulet.on legyen (Dg,). Akkor

Ds=p*Dg,.
Eszerint
qu} S Fail p+II()D5~S (1o2+143+120,7) Do, .

)0 Rof 9

Kovetkezésképen

[ ( au(”> a,,<"‘)] =

Z

_—_.—~5 “a—*jgj"?(Dc ——\‘ (o213 4 20,7) Da,,

S "co



S

hacsak a térfogatilag integralandd Kitejezés vagy véges az a, b, ¢ helyen
i, vagy végtelenségi rendje kisebh mint hdrom.

2.) Ha cgyenletimkben a g, gimbfililletre =z616  integralis=o,
akkor végeredményben kizinséges reductioval van dolgunk.

Erre vald példaképen tegyitk 161, hogy az egész 7' térben

w=Rp--Qv, v=Py—Rr w=Qr—Py,
ahol P, @, It ugyanazokkal a tulajdonsdgokkal bivjanak, amelyeket az
iy vy figevényekre  vottunk ki, azaz @, y, 2, 0, A, p, v derivilhatd
folytonos fiigevényei legvenek, ¢ a hét argumentum mindegyike szerint
képezett partialis derivdltjuk is folytonos legyen a 7' térben. Most
W =0,

& mivel a g, gombtolitletre 2016 integralisban

n=1y=R\E—0Qyy. sth.

gy egyszersmind

Uyt 3+, 1 =0,

tehidt  bhekoszint a kizinséges reductio. Csakhogy a térfogatilag

ralandd kitejezésnek  vagy  végesnek  kell lemnie az «, I;,

vagy S-ndl alacsonyabb rendiden végtelennck.
Megillapitandok e kivetelés foltételét, vegyiitk szimba, hogy

infeg-
hvlyon is

o r oy r 02

2 ) 9 ) 2
a_ B GE P 9 M
o] r oy r oz 1
0 9k oY o ov 1—v?
— —— —_———y ——
ox r oy r 0: r

A P, Q, R figgvényeknek, mint a hét argumentum fiigevényének
a partialis 11011\al.mmt S jegygyel jelaljiik, nuhe/. kiépest

P 3P EP) SP1-—)2 51’7‘(.!, ol’?v
or  Br Zr BN 7 g oo sth.

A tér-integralishan kijelentett derivdlisok és az dsszeadds elviégaise

utdn oly  kitejezéshez jutunk, amelynek nagy része identice kiesik az
dxxzeghdl, és marad :



— R9

3/ u o/ v o fwY
R <,—>+ @(‘) *a( ) =
-G G—am &

S (ERIE: 5??>v+<°—@—eff v]‘-

Igy, ha

3R a(.))) (a_P_azz) +<§n ?P)
g )M e Ta MG T

legaldbb az «, b, ¢ helyen algebrailag elttinik, akkor példink bevilik.

Ez amnak a fultote]e, mert jelen kltv]e/e\unkl)en 1:72 factora viéges
az @, b, ¢ pontban ig, jollehet nem folytonos e helyen amiatt, hogy a
A, v irfinyeosinusokat tartalmazza. Szoritkozzunk arra az esetre,
hogy mindeniitt identice eltinik ez a kifejezés, még pedig gy, hogy

36 36 3G
r=>7 (== R=.~
2 S v

Ezek beiktatdsival a kivetkezd reductithoz jutunk :

f [R5, 2 e, 3y, B (b, e, o
” se\ vl ?p. s\ S 3

v gz \ op ot/
__S [(aa a(;) (aa % o (26526 ) Dc_
BN A A AR ) (Fu‘ )Y

3.) Abban a még kiilonisebb esetben, hogy

G=D(x, y, 2, 7) [ (A 1, v),

reductionk ezt az alakot olti:

\ l_( v}’-f;f ):: +(:)f‘l l)J(I)%( /)+ fl_L)O(I)IDT
. 7 J Jl‘j‘ o S |

gy \ep an)ze | e
S [ S BT A LD

4.) Ha az 1.)-ben szerzett egyenlethdl nem tinik el az az integ-

. '4 « 'l T
ralis, amely a g, gombfoliletre terjed ki, akkor a raductio iij alakjdval
van dolgunk.
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Példaképen tegyiik fol, hogy az egész T térhen

u="ygA, v=dgu, w=dvy,

ahol a ¢ ugyanoly fiiggvény legyen, amindkiil az i, v, w fiiggvényeket
definidltuk : az @, y, 2, 7, A, p, v hét argumentum (leuvnllmm tul\t()lu)~
fiiggvénye, & mmdeg\'lk .ugummtumm képzett partialis deu\ult]a is
folytonos a 7" térben mindeniitt.

Mivel a g, foliletre sz0l6 integralisban

w=uy=dya, sth,
igy

5 (uoa+‘v(,}3-+-woy)l)a:s $yDg,
g “g

ahol természetesen

4)0:4)((’7 I’v ¢, ”’ %, P‘ Y)

Azomban kell, hogy a tt’lf()g«ltlld" integrilandé  kifejezés Yagy
véges legyen az a, b, ¢ helyen is, vagy végtelenségi Jen(lv.\nm 3-nil
kisebh legyen. Eat a foltételt egészen dltaldnosan kiclégitik o, v, w
az itt vilasztott alakjukkal. Amig a ¢ figgvényt csak annyiban del i-
viiljuk partidlisan a coordinatikra, amennyiban explicite és az r tévolsdg
révén tartalmazza azokat, ennek gy .ul]unk kifejezést, hogy a felsd 0 jegy-
hez ln.m) -jelet irjunk. \Ixhel, l\t'pest a & jegy elobbi _](,Iultnwnve szerint

oY M o,
Tt T T % sth.
OLI) oY 1) :\.p)p. 64)7\‘/

St T or dvr sth.

Szem eldtt tartva r, A, p, v derivéltjainak a 2.) czikk-részben fol-
jegyzett kifejezéseit, konny szerrel taldljuk, hogy jelenlegi példankban

aa( “) aay(U)Jfaé(;i) = (‘a:, “i' +*“') r

mir pedig 0'd: 0 sth. végesek az a, b, ¢ helyen is, bdr, amennyiben
tartalmazzdk az irdny-cosinusokat mint a hét argumentum fiiggvényei,
nem folytonosak ezen a helyen.

Kovetkezdleg

§(S¢)+ p o4 ),. N )a+p(5+/7¢l)_

¢, Da.

dz

r ) o



Mivel pedig

) o7
B 8. sth
igy egyszersmind
~ 1 1 o ,
o't 6 0' 0, 0o, o
( v h -+ qu-.,%)l)t:—— Do+ \ ,Dg,.
o Ox aJ Oy 0z 0z on
i Xy 3,

Természetesen akkor is ervcn) es ez az egyenlet, ha a 7' térben
az «, b, ¢ ponton kivil oly kit'onds helyck, poutul\, von.tl.ll\ foliiletek
\.llllhll\, amelyeket megenged a k(mmnegca reductio.

5.) Legyen, hogy oW:0x, sth. szintén  derivalhato folytonos
figgvényei a hét argumentumnak, és mindenik argamentumra képezett
partialis deriviltjuk folytonos a 7' térben. Akkor az itteni tir- integ-

ralison az 1:r hurgw-nvro vonatkozolag  kiozonséges részleges 1'e«lucuut
végezhetiink, mert az

rordx’  sth.

kifejezések  harmadikndl alacsonyabb rendien, s6t esak clsdrendien
vilnak az @, b, ¢ ponthan végtelennd, &5 kovetkezileg 1:r és 0 : o,
1 cr 6s 0oy, L és 0P 0z teljesitik azokat a foltételeket, amelyek

a (XXVII) cn]\l\hen az Bl és P fiiggvényekre kiszabvik. 15 czikk 2.)

rc,\/vhcn foglalt mintdra megtévén a lC(lll(tlut taldljuk, hogy

)’

> 1 (

00y 00 8 o'P\Dt _ 8, 18Y '
P P 54 Do— Dg,,
(o: ETAE dy oy oz 5«) r (o‘n’) r ou\’I . 4’" %

7 S v g,
ahol 'Y :0n azt a normalis i irinya (lel‘l\ll[tdt‘](‘lClltl, amelynek a képzése
a coordinatikra mint explicite ¢s mint az r tdvolsdg révén eléforduls
argumentumokra szoritkozik.

Természetesen akkor is érvényes ez az egyenlet, ha a 7' térhen
az «, b, ¢ ponton kiviil oly kitlonos helyek, lmntnk vun.llal\ toluletek

llllldk amelyeket a ]\01011\‘:'"(‘\ reductiok megengednek.
6.) Abban a ]\ulunu\cl)b esethen, hogy

Y=D(r, v, 2, 7). Lt V),

a 4.) alatti czikkely-részhil



oL

oD ,od)d,o(l) : . 25, .
( T 55 aﬂ)/Dr_—-\ S70/Dai®,\ s,

<o Y

az D) alattibol pedig, az elején kirdtt tovdbbi {6ltétel alatt :

[5G Gy 2 (o) ] =

r

”

. 1
= o7 "® __777(13 fDo- @, \ fDg,.
on r

v * g,

Az elsG egyenlethen @ és f derivalhatd folytonosak a maguk négy,
illetéleg harom argumentuma szerint, 6s mlll(lt‘"’\'ll\ p.ulmh\ derivi tlt]ul\
ix lnlvt(mm T-ben. A misodik egyenlethen ezen toliil még cgyszer deri-
valhatok argumentumaik  szerint ¢ mésodik  partialis (lcll\.tlt_]dll\ is
folytonosak 7 bhen. Tovabhi

Dy =D(u, b, ¢, 0).

Azonban akkor is érvényesek czek az egyenletek, ha oly kiilinis
pontok, vonalak, foliletek fordulnak el6 a 7-hen, az «, b, ¢ ponton
kivil, amelycket a kizonséges reductick megengednek.

7.) Most még killonosehh esetre térve 4, tegyik f=1. A @
fliggvény az o, ¥, 2 és r argumentumok  derivilhatd 1ulvt(m()> figgvinyét
jelentvén 7- hon, amelynek a négy partialix derivéltja is folytonos ehhen
a térben :

& 1 1 =31 /o 1
obo, o®o, odo, 2,
( By bt R —(—f)Dt:— v—(l)l)c+-ln(l)(u b, ¢, 0).
ordx oy oy 0z oz
r s

Ha pedig @ négy partialis derivdltja is devivdlhaté mind a négy argu-
) 2y 1 ) gy oarg
mentum szevint, ¢és misodik partialis derivdltjai is folytonosak 7" bhen :

~oal
A(I) D= s (3'@ : O(D)Df'—-lr(l)(u b, ¢,
“

r ron

$

Akkor is érvényes egyenletek, ha oly kilonos helyck  vannak a 7
térben az a, b, ¢ ponton kivil, amelycket a kozonséges reductiok
megengednck.

Fzeknek a reducticknak az elsejét nevezzitk Gauvss-féle reduetiok-
nak, mizodikit Grepn-féle reductionak. A o, gombfolilet kozbenjirdsdval
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egyenesen levezethetGk az el6bbi czikk 3.) és 4.) részében foldllitott
egyenletekbdl, amely egyenletek tartalmit Green tantételének szokés
nevezni.

8.) Most a Greexn-féle reductiohdl egy djat szdrmatatunk, s est
nevezzitk Krrcunorr-télének. Minthogy

20 5D 5D,

5w =8 Ty th

dr o
gy
aiI)_S'-'d) «5’(I)R b’(I))\ MDI—?“ 3(19 3’(13/ oy
EYRat PR I AL LA SEReRa Fra el

B, 50 1
+2(\ %I“-" )\"+ 8; ‘27‘;)’ Stl).

KovetkezGleg

\p— ?)‘(I) DRONPEL) 3’-'(I)+‘ 3D . 3D 3(1)‘ 3‘5(D+3flil -
= S ?)J‘ Bzt S (6061‘ 8‘/-8_1'“+§§ +37"_ dr 7>—
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Helyettesitsik be AD e kifejezését a 7.) czikk-részben a Gruen-féle
egyenlethe, azutfn a tér-integralis mésodik részén végezzink részleges
reductiot. Taldljuk :

S (82®+33®+83® 32\ D1

okt s o B
r
o1 y
_\' (67 10 6 \(I)

R a[; o - ‘; ’a; 2 a” %r )DO‘ —4:71'.(1)((6, b, c, 0).

Azomban, ha az » irdnyd derivdldst, amennyiben az » argumen-
tumra nem terjed ki, & jegygyel tiintetjikk {ol, fl(rv
160 _ 130 16rd0 100 57 bq>
ron e S ren ener
minek kovetkeztében igy ix irhatjuk reductiés egyenletiinket :

(-

5~ 5 1307
[Pf((b—r~ - J o —4nd(a, b, ¢, 0).
an Or r
S



XXIX. Fdliileti integralisok reductidja.

1) Tegyiik f6l, hogy U, 1, W legaldbb is egyszer derivilhatd
folytonos tiggvényei a coordinatiknak és partialis deriviltjaik is folyvto-
nosak a 7" térben. Tegyitk {6l tovdbbd, hogy I7 legaldbb is  kétszer
derivilhatd folytonos fiiggvénye a coordinatiknak és mdsodik partialis
deriviltjai is folytonosak a 7 térben. Akkor (XXVII, 7)-hil folydlag

ow 3]' BF 3F 3F
.\,.l_ a}’-—b;, ID . a,(_a,; )I +.4. JI)

ahol § a hatdrfolilet, «, 3, v pedi;_r a (I)c) foliilet-elem befelé mutatd
normalisinak irdny-cosinusai.
Most a 7" téren végtelen vékony térkozt értsiink, amelyet

I (2, y, 2)=p=const.

"Wy Yy £)=p+Gp=const.

folilletek és egy ezekhez orthogonalis folilet hatdrolnak. Ha azt a két
ululet—(lm‘lbnt. amelyet az mthmmuah\ folillet a két méasik folidethol
kivig, o és o jeldli, azt a végtelen vékony szalagot pedig, amelyet
ezek a folilletek az orthogonalis folillethdl kivdgnak, o, jeldli, gy
=0ta'+g,. Azonban a ¢ ¢és & foliileten

oF OF oF
or O_/ 0z

& fiy=—

tehdt a folileti integralisnak a o 68 & félilet-darabra vonatkozd része
eltiinik, oés igy

l( Sy )i{+.+.]Dr:.\ |— Ll ZTYO) U+t . +.

A Dr tér-elemeket vilaszszuk meg akkép, hogy a végtelen vikony
T térkoz teljes merdleges dtmetszeti elemei legyenek, fgy, hogy, ha

r, 4, 2 helyen e tmkul vastagsiga 8n 6 a o fililet egy eleme Dg,
akkor

Dc.

Dt=28%n.Da.

A Ds, folilet-elemeket pedig vilaszszuk meg akkép, hogy a végtelen

keskeny g, szalag teljes merdleges dtmetszeti elemei legyenek, gy,

hogy, ha a szalag 2, 9, 2 helvenel a g folilet-darab hatdr-vonaldnak
hossz-eleme  Ds, al\l\m

Do, =2n. Ds.



Amde irvin

ol~N* ol oF\* .
(5r) +(y) + (o) =
a (XIX) értelmében

ol’ +
T dy

&x egyszersmind

Behelyettesitvén mindezt integralis  egvenletimkbe, és tekintethe
viévén, hogy 2p constang, taldljuk :

C[OW oT 1 a0
5 | <rayr—%—?r ot .+ |I)s: g [((Bo—P1a) U+ . + .]Ds

ahol s jelenti a o folillet-darah hatdrvonalit. A o foliilethez tangentis-
lis, 2 Ds vonal-elemre merdleges é a o tolilet belsejének mutatd irdny-
nak a cosinusai az :z",l)u,'}'u, o, 3,y peth«r mindeniitt a 5 folilet norma-
lisinak irdny-cosinusai. Igy az (%, By, o) &8 (@, 3, *() irdny ésa (Dy)
vonal elem merdlegesek egymisra. Legven, hogy a (Ds) vonal-elemnek
azt az irdnyt lul.q(lnmtml\, a mul\lw az (o B y) &% (2, Po 7o) ivdny-
nak a ten;:e]yr bir (VIIL), é& I, m, n legyenck az irdny-cosinusai.

Akkor (VIIL.):
YBo—PBY0 =1, sth.,

tehdt

w 61 U W 31 8U -
L5 DG -

- \ (U1 T+ Wi)D

s

]ul)h].l tvlc mutat az (/ n. )l) 1mn\'

A levezetés értelméhen U, 17, W oa o folitlet kizeléhen derivil-
hatd folytonos figevénye a cmmlin.xt&kuak s partialis derivaltjaik is
folytonosak. A g ftolillet pedig oly egyenlettel te]eLhetn ki, amelyben
a ]wl\ tiigevénye kétszer derivilhatd a coordinatikra 6s l)‘llll.\lh deri-
\(ll().u is h»]_\tmm.«lk a folilet kozeléhen.
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Levezotett egyenletiinkben félileti integralis vonalasra van redu-
dlva: Sroxes-téle reductio.
Vegyiik észre, hogy, ha & 7 tangentialis irdnyok és az (a, B, 7)
normalissal  oly  helyzeti vummlmu vann.ﬂ\ mint a  milyenben az
Y, £ irfiny van egymdssal, ha tovébba (U, 7, W) vector értéke a

,

€ irfnyon Z & az v ivdnyon [1, akkor (XX, 3p)

| ()= it

(o] &

2.) Akkor is érvényes az egyenlet, ha az U, 7, W fiiggvények
és partialis deriviltjaik a o fnlulet egyes pontjaiban nem iol\tommtk
de vagy végesek, vagy a fu;:gvcm'(*k viégtelenségi rendje 1ncl, deri-

llt]&lk \'(“'f(‘l()l)\(‘"l rendje 2-nél kisebb.

Ugyanis ]\(‘l'lt\llk be az ily pontokat igen kis vonalakkal, amelyek
mnul('«rvll\enek minden pontja o<r\’0111() 2 tuvul\.whdn le'rvul az illetd
kiilonos ponttdl. A DelsG pontokat igen kis zdrt von’tlal\l\'ll a hatdr-
vonalon léviket a hatdr-vonalig tel]G«lu igen kis vnu.l.l'tl\l\nl keritsiik
be. Utdbbiak az s hatdr- \'nunllml igen 1\1.\ részeket metszenek ki, Az
s vonal tibbi részét jelolje s', & a o foliletnek azt a részét, amely,
az §" vonal-rész meg a bekerité s” vonalak kézt terdl el, jeldlje o.
Erre a & folilet-részre alkalmazhatd a reduetio :

» AL 3T
(L T
¢ .

L

(Tl Tt H’u)Ds+S (Ul+ T+ Wi)Ds.

’ r
~

z

Ha az (U, 17, W) veetor nagysiica 1!, ¢ az s vonalakra sz016
’ ’ (=N =
integralist 1" jeloli, Ggy

1171 <\ mos.

i
&

Legyen most, hogy I? végtelenségi rendszima sehol sem nagyobb,
mint . Akkor Iétezik 'd\luna viéges constans, ¢y, hogy mindeniitt

]‘) 10
<Pu
kivetkezileg
o ( "
:In=<ll°l\ "I)s__f‘)" .
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De bizonyosan létezik akkora véges constans szém, ko, hogy bir-
mely értékkel birjon az igen kis p tévolsdg, s”>k,p, tehit

| 17| < Qokop.

Kovetkezileg, ha p<1, akkor p megvilaszthatd oly kiesinynek,
hogy mihelyt még kisebb, mér |1"| kisebb, mint egy tetsals
szevint - adott kis érték. De egyittal oly kiesi lehet a p, hogy mihelyt
még kisebb, mér a ¢ folilletre és az &' vonalra #2010 integralis a o
folilletre ¢s az 8§ vonalra sz0lo integralistdl tetszésre adott kiesinél
kisebb értékben kiilombozik.

3.) Ha folytonossfig szakaddsi vonala van a U, V, W fiiggvény-
nek a g folileten, akkor mér nem ¢érvényes az egyenletiink.

Azonban, ha végesek a fiiggvények az ilyen vonalon, & folyto-
nossig-szakaddsuk csak abban 4ll, hogy més érték-rendszeritk tartozik
a vonal egyik oldalira, mint a mdsikra a folileten, ha tovdbbd deri-
Altjaik vagy végesek, vagy elsonél alacsonyabb rendilen végtelenck
a kilonos vonalokon, akkor létezik egy mds reductios egvenlet.

Ehhez gy jutunk el, hogy a o foliletet vonalokkal oly részekre
osztjuk, amelyekben nines folytonossfig-szakaddsi  vonal. Természetesen
a részekre osztd vonalak a kiilonds vonalakra fekisznek.

Hasonlé mddon jarva el, mint (XXVI, 4)-hen, taldljuk, hogy

G50 —50)0 (o5 )] o=

o]

=\ Wiy waps,
' stspts—
ha t 1.
\ (Ul+]'m%Wn)Ds=\ (UL Tm+Whn); Ds
sS4 <

-

\ (@147 WaDs =\ (@72 Vs W) _Ds,

8= <

ahol ¢ jeloli a folytonossdg-szakadds vonalait & a (+) & (—) index
s egyik és misik oldalra tavtozs {7, 1, W, Lom, n értékeket kilim-
az egyik ¢ misik oldalra tartozo O 1, , bom, n Grtékeket kalom
hozteti meg.

Ha czak a deriviltak  szenvednek folytonossig-szakaddst a ¢
vonalokon, a fent definidlt mddon, akkor nyilvinvaldan a kizinséges
reductié érvényes, mert a ¢ vonalokra #2016 integralix elttnik,



XXX. Vonalas integralisok reductidja.

1) Tegyiik 51, hogy ® a hely derivilhato folytonos figgvénye
a két végd s vonalon. Mistelsl gondoljuk, luwy egy mozgd  pont irta
le ezt a wn:\l(tt, ¢ minden helyen a mozgds irdnydt to]\mlsul\ a \'on.tl
irdnydnak, amelyet dltalinosan s jel6ljon, dgy, hogy a vomal «, y, 2
helyén 6@ :0s a vonal irdnydban képezett derivdlt.

Akkor, ha a fiiggvény értéke a vonal kezdd pontjiban @,
vonal végsd pontjiban @, :

S a‘I’m_(b —a,

Merc

N

oD
—-—Ds

os

nem mis, mint a figegvény megvdltozdsa a Ds vonal-clemen, s az ily
megviltozisok Osszesége a tiggvénynek az egész vonalon valé meg-
linn g
viltozdsa.

2.) Ha folytonossfig-szakaddsi pontja van a @ figgvénynck a
vonalon, akkor egyenletimk nem helyes.

Azonban, ha véges a fiiggvény az ily pontban is, és folytonossdg-
szakaddsa csak abban 4ll, hogy mds értéke tartozik a pont egyik
oldaldra, mint a médsikra, ha tovabbd deriviltja vagy véges, vagy elsi-
nél alacsonyabb rendd végtelen a kiilonds pontokban, akkor egy mis
reductios egyenlet létezik.

Ehhez Ggy jutunk el, hogy annyi részben fogjuk 6l a vonalat,
ahdnyra a kilonds pontok  osztjdk : egyenként mindenik osztdsvészre
folirjuk az egyenletet, aztin 4)~~/0ul]ul\ az egyenleteket. Alkalmas
rendezést végezvén,

|

reductiohoz jutunk, amelyben @_ egy kiilénis pont innensé oldaldra,
@ tulsd oldaldra tartozik a vonal-i -irdny értelmdében.

Tegyilk itt ezt az ésarevételt: ha @ derivdlhatd a hdrom coordi-
natira a vonalon, s a (Ds) elemi vector componenseit D, Dy, Dz
jelolik, akkor

%f])s =®,—D,~ (D, —D_)

ob_od I),::+5(I) I)y+6(D Dz
ds  ox Ds oy Ds 6z Ds
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Ha esak a derivilt szenvedne folytonossdg-szakaddst, akkor nyilvin-
raldan o kizonséges reductio érvényes.

XXXI. Tobb-értékii fliggvény gecometriai integralisa.

Ha az integrilandd fliggvény a (XVI) ezikk  értelmében  tibh-
ért¢ki abban a térben, folilethen, tobbszorisen Osszefiiggd  vonalban,
amelyre az integralist ki akarjuk terjessteni, akkor rekessts foliletek
alkalmazdsival egyértékil faggvényekre bontsuk. A rekesztG toliletek
minden esetre folytonossig-szakaddsi  foliletek az  egyes figgvények
érték-tartomédnydban. Ha emellett teljesitik a hlggvenyel\ az integrilhatd-
sdg valamely elégséges f6ltételeit, tér-integralisaik annyiban kiilomboznek
a I\n/unw«ro\ egy érté l\u tiggvények tér- Illt(‘*'l.lll\.ll((bl hogy viltoztathatd
foly tonossig- -szakaddsi foliilet tartozik beléiik ; folileti, illet6leg vonalos
integralisuk annyiban  kilombozik a kozonséges egyértékd flggvénycek
foliileti és vonalos integralisdtol, hogy viltoztathaté folytonossig-szakadds
vonal illetGleg pont- helv tartozik bele_]ul\, melyek az integralis folileté-
nek, illetleg vonalfnak és a rekeszt6 folileteknek a metmodéséh(ﬁl
szarmaznak. Az ilyen folytonossdg-szakaddsi helyek viltoztatdsdval termé-
szetesen dltaldiban véltozik az integralis 6r tike.

XXXIl. Geometriai integralisok, mint fiiggvények.
Tegyiik 10l, hogy az

1:\ ODo
)
geometriai integralishan a @ figgvény a (Dé) alakzat-elem coordinatdin
kivil mis lll('llll)’l.s’l'gk‘k i, v, .. tiggvénye is:

O=0(z, y, 2, u, v, . .)

b
iy, hogy az w0, .. viltozik  bizonyos (1) érték-tartomdnydhan
l] \1t olv eléusbges foltételeket, amilyenek alatt az integralis 1étezik,
‘agyis hatdrozott véges hatdr- em ket jelent.
Akkor az integralis nyilvinképen az u, ¢, . . viltozok figgvénye
a (1) érték-tartomdnyban.

1) Ha a @ figegvény a (7') értéktartomdnyban az (o) alakzat
minden pontjiban folytonos flggvénye az u, v, . . viltozdknak, akkor
a (7) érték-tartoményban az 1 integralis folytonos fiigevénye az o, v
viltozdknalk.

Ugyanis ha tgy o, «, .
ban vannak, akkor

,.-»,—‘

o omint oy e, Looa (1) Grték-tartomdny-
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100, 0"y ) —1(, 0, . .)E\ O(ry y, 2,0, )D —\ D, y, 2,0, . )Dé=

(:) 0

ES (D, y, 2 0,..)- D,y 2u . .)]Do.
®

$ I )

A @ figevény folytonossdedndl fogva o —u, o'—re, .. szdm-
értcke megvilaszthatd oly kiesinynek, hogy mihelyt még kisebb, mdr a

Dy y, 2,00, ) —D(, y, 2,000, ..)

fieevény-killomhsée szdmértéke (@)-han mindeniitt  kisebb, mint egy
tetszésre adott kiesiny szdm. Jelolje ezt a szémot ¢ és jelentse az (@)
alakzat teljes mekkorasigdt o (XXII). Az

I, )—I (e, ..)

killombség  szamértéke nyilvanvaldan  kisebb, mint @z Igy o'—o,
o' —r, .. osdmértékel oly kiesinynek vélaszthatok meg, hogy egyittal
ennek az integralis-killombségnek a szimértéke is kisebh legyen, mint
cgy tetszésre adott kiesiny szdm.

2.) Ha a @ fiiggvénynek, mint ., y, 2 figgvényének oly folytonos-
sfig-szakaddsai volndnak az (6) alakzatban a (7)) érték-tartomdnyba tartozo
i, v, .. értékek mellett, amelyek daczdra (XXIV, XXYV) értelmében 1éte-
zik az integralis, ez akkor is folytonos fiiggvénye az i, ¢, .. viltozdknak.

Jelentse ugvanix (6,) és (&) az (@) alakzat oly igen kis résuét,
amely az o, v, .. illetéleg o, v, .. értékek mellett az Osszes kiilonds
helyeket magdiban foglalja. Az alakzat tobbi részét jelolje (—@,— ®').
Mivel ebben az alakzat-részben folytonos a fiiggvény, igy w'—u, r'—o, ..
szdmérttke  megvdlaszthatd oly kiesinynek, hogy mihelyt még  kisebh
mdr az

\ Dy y, 2,00, .0) D(ii—\ D, y, 2,1ty . .) Dé>

o i . ,
® —G)g—0), H——My

kiillombsdg szdmértéke kisebb, mint egy tetszésre adott kicsiny szdn.

De egyittal oly Kkicsinynek vilaszthaté (@,) & (@), hogy mihelyt

még kisebbek, mdr a redjuk tartozd integralisok szdmértéke is kisehh

legyen, mint egy tetszésve adott kiesiny szdm (XNIV, XXV). Minthogy
’ ’

T, o)—I (i, ..

E\ D,y y, 2,00, .)l,)d)—s DO, y, 2,01, .) Dot

@ (g —my 6 —oy—6,"

+S DO, y, 2,0, . .)Dm-—S D(x,y, 2 u,..)Do,

@, +o," o, 16,
) (1} ) 0



S g

fgy ' —u, v'—v, .. szfmértéke megvilaszthat oly Kkicsinynek, hogy
mihelyt még kisebh, mér az

IW,v,.)—Iw,v,..)

kiilimhség szdmértéke kisebb legyen, mint egy tetszésre adott kicsiny
szdm, mert @, & 6 zérustol tetsads szerint kicsit kilombiziknek
ralaszthatOk meg.

3.) Ha a @ fiiggvény az (0) alakzatha tartozd coordinata-értékek
mellett a (7') érték-tartomdnyban w, v, .. derivalhato figgvénye, ¢ ha

od oD
o o

mint az z, ¥, & coordinatik fiiggvényei, folytonosak az (&) alakzathan,
akkor az I integralis derivdlhatd figgvénye az u, v, .. viltozOknak a
(7') érték-tartomdnyban & deriviltjai a @ fiiggvény deriviltjainak az
integralizai. Elég lesz egy partialis derivaltrdl mutatni ki ezt. Hasonlokép
mutathatd ki barmely mdsrél. — Ha rovidség kedveért

(D(.L’, Y, £, u', v,. ) :(I)r’
gy

10,0, . ) —I(u,v0,..)
;—S (I)'D(T)—\ (I)I)(BES (P — (I))DG)ES %il(f(_“,—”)l)a"

o
[0} (0} ® o

Ha most itt irjuk:

O —d od
—y T = ’_‘+ny
wW—u o

akkor w'—u szimértéke megvilaszthatd oly kiesinynek, hogy mihelyt
még kisebh, mér [7| az alakzat minden pontjiban kisebb, mint egy
tetszés szerint adott kicsiny érték 7, tehét

Abs. \ 7. (W —0) DOy, . | ' — |,
' 0}
| oD 1
S —-é—u(u'—u)l)(‘a
I, 0, ) —I(w,v,..) "o .
- <.

Abs. é - ;
w—1 wW—1



Kovetkez6leg #'—u szimértéke megvélaszthaté  oly kiesinyuek,
hogy mihelyt még kisebh, mdr
(=Rt R o

I, v,.)—1(u,v,..)

w—a

tetszés szerint adott kiesinynél kisebh szdmértékben kitlombozik az
oA
oD
\ 5 —('—u)Da

(l)

r
U —1u

kitejezéstil. Tz pedig amiatt, hogy o0®:0u az @, y, z coordinatik
folytonos fiiggvénye az alakzathan =

Sa(b

auD

4) Ha a @ figevény az (®) alakzat egyes pontjai, vonalai,
toliletei  kivételével derivdlhatd esak az 2, g, 2z alakzati  coordinatik
mellett az u, v, .. viltozokra a (7') tartomdnyban gy, hogy

60 6@
du’ v

mint az x, y, 2 coordinatik fiiggvényei egyes pontokban, egyes vonalok,
foliletek pontjaiban  folytonossig-szakaddst szenvednek az (@) alakzat-
ban, de azért teljesitik az integrilhatosig (XXIV, XXV)-hen megjelolt
foltételeit, az I integralis akkor is derivdlhatd az w, », .. viltozdkra a (7)
érték-tartomdnyban. Most is elégséges lesz egy lmrtmll\ derivildssal
foglalkozni. — Jelentsék (o) ¢s (®')) az alakzat olv igen kis részét, amely
az (W, v,..) illetsleg w, r, .. értékek mellett az Osszes kiilonds helyel\et
magéban foglalja. Az alakzat tobhi részét (6 —o,— @,') jelolje.

: , ¥—0 ' —P 2
1(yv, ) —I(,0,..) = (W —u)Dd+| ——— (' —u)Do=
W—u w—u
BD— @y —0g ot ®,
» ’

A . o—d
=| ——)De+\ 7.0 = 0)Ded+| ———('—u)Dé.
on | mn—1u

O—By —®, 0 —6)y—@" ®,t®,

’ . . ’ -~ o~
Az w'—au szdmértéke megvilaszthatt oly kiesinynek, &s ((s),,+w‘,)
kiszabhatd oly kicsinyre, hogy mihelyt még kisebb, mdr a misodik és
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harmadik integralis szdmértéke tetszés szerint adott kis szdmmnak és
|- w|-nak a szorzaténdl kisebb legyen . . .

Jegyestitk légyen azonban meg, hogy egy fiigevény deriviltjinak
ith megkivint integrilhatosdga nem szitkséges, csak elégséges foltétele
annak, hogy a fliggvény integralisa derivilhatd legyen. Majd a kivet-
kezikben példdjat :latjuk.

XXXII. A NewTton-féle potentialis alap-tulajdonsagai.
Tegyik fol, hogy ebben a geometriai integralishan :

\‘ ODo =1,

o
)

2 ,

az integrdlandd figgvény, vagyis @, ilyen alakii :

(I)::P.\_’ i’/" Z)

¢

ahol 9 a hely folytonos fliggvénye az (@) alakzatban &s g az alakzat
@, 1/, Z pontjinak & egy viltozd &, 7, € pont-helynek a kdlesonds tdvolsdga.

Ekkor az integralis a g ), € hely figevénye: I=1(Z,7.C). Newrox-
ftle potentialisnak nevezzitk. Nagy jelentGségiick az ilyen integralisok
az alkalmazdsban, amelyek kilonosen mint bizonyos vectorok poten-
tialisn  ¢s mint bizonyos vectorok vector-potentialisinak componensei
jelentkeznek a physikdban.

1.) Az (@) alakzaton kivil fekvé pontokban mindenitt mindhdrom
coordinatdra, (g, 7, §), barhdnyszor derivilhatt fiiggvény a Newron-féle
potentialis, mert az integrilandd figevény az, &s derivaltjai, mint
x, 4, & fiuggvényei folytonosak az (@) alakzatban (XXXIIL. 3).

Ha pedig a & 7, § pont az (@) alakzatban van, akkor a @ fiigg-
vénynek, mint z, y, z fiiggvényének, egyetlen kiilonds helye a & 7, §
pont. Ebben els6 rendii végtelen, ennél fogva a potentialis az alakzat
térfogati ¢ foliilleti részében folytonos faggvénye a helynek, & tér-
fogati részében egyszer bizonyosan derivdlhatd fiiggvénye is, ¢s hirom
partialis deriviltja folytonos (XXXII, 2, 4).

Ha &, %,  killsé pont, ¢és ennek a tdvolsiga az alakzat egy hizo-
nyos kiszemelt iy, 9o, 2, pontjitél R, dgy

B 1:3 @ (x, ¥y, z)%"DG).

w

Ha a & 7, € pontot végtelentdl tdvolitjuk az ., 9,, 2, pont-
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tol, dgy az R:p hinyados értéke végtelenil kazeledik az egység-
hez, tehat

Lim I I:S p(r, o, 2)Dd.

It"—>'w 0.
Tovibbd
-~ » - 1
ol 0
)3 — 2 ol /r
R i =R '\ 1,(.l, U, ")*éfl)(}).
® t
Azonban
L T | ol 1
o0 %, %y S daiuBiwy
B ey P T T
S no%% 4

ha t.i. « 3,7 az /irdny cosinusai, és A v az 0, y, 2 ponthdia &, §
Imnth.l mutatd irdny cosinusai, mihez l\l'p(‘\f f-val jelolvén a két irdny

1l
s7nhedt,

1
,85 - ('_(‘)SU
o p?
Ioszerint
2 n P]
],'-zaaﬁ - -.\ ~:p{.l', ¥, ,-:)('nsﬂ.éi Do,
m

Ha az .y, 4, 2, ponthdl a & 7, € pontha mutatd irvdny &és az
iriny szoge 0, Guy I vigtelen novelése mellett a b suig a 0, szighe

(‘nnv(-lgul, nnlm/. képest

ol (
Lim R*5: 3 =’—C°"5005 9(, y, 2)Da,
R—¥»wn ®
sit. — Izck szerint a hatdregvenletek szerint a Nrwrox-féle potentialis

és derivdltjai a végtelenben eltiiunck, ¢és pedig algebrailag tinnek el :
maga a potentialis elsd rendiien; elsG denvalt].u nm\mlrcmlueu. st
Némely egyébb tulajdonsdizoknak a megismerése vigett vilaszezuk
g0t a Newron-féle potentialist térfogati, in_lulet.l és vonalag potentialisrs
aszerint, amint az integralis térre, féliletre, vonalra vonatkozik.
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2.) A Nrwrox-féle térfogati potentialist (t) térre terjedd integ-
ratioban  jelilje I_. Coordinata-derivaltjai,
al

oL, \ "¢ | 9 *—E
,Tg .\~'p—a—g' ])T—S == *I)T,

@® T e sth.

1l

2

abban az esetben bizonyosan derivdlhaté folytonos fiigevényei a coor-
dinatiknak a (7) tér belsejében is, ha a g fliggvény az @, y, 2z coordi-
natik derivilhatd folytonos fiiggvénye az egész (1) térben, jollehet az
integralandd figgvények, n. m.:

=
i ¢ p‘i’ sth.

oly deriviltakat szolgdltatnak, amelyek a & v, T pontban harmad-
rendifen viégtelenek, midén  belsd pont ez, ¢ fgy nem integralhatok
a (1) térre.

Ugyanis
1 1
oL, (% %
= ’K:DT:— 10\ Dr.
0L . - . ou
T T

Résuleges reductitval ¢lvén :

S_IT_S 10y D‘c+§ peos(n, )
i . 4

= Da, sth.
& J _po

-

ahol most 5 a (7) tér hatdr-foliletét jelenti. Ezek pedig a &, %, T coor-
dinatdk mindegyikére derivdlhatok a (1) tér belsejéhen, & derivaltjaik
tolytonosak abban.

3.) Minthogy

219181
982 p On? p 5% p

=0

: 4

és minthogy a (1) téren kividl az integrdlds jele alatt végezhetGk az 1.

=]
potentialison a derivilisok, ennélfogva a (1) téren kiviil mindeniitt
AT =0,

A folileti és vonalas potentialisok,

SEDGEIQ, 3 ’PDSEIS,
¢ ¢

g s



a folildeten, illetileg a vonalon kivil mindeniitt s akdrhdnyszor az
integrilis jele ‘ll‘ltt derivilhatok, tehdt mindeniitt

Al,=o, Al=o.

Ezeket az egyenleteket Laprace-féléknek nevezziik.

4.) Mihelyt a % olyan folytonos fiiggvény a (t) térhen, hogy 1:
a (1) tér belsejéhen is derivalhatd mésodszor a coordinatikra, és miso-
dik dervivdltjai a (7) térben folytonosak, akkor a (1) térhen

AL(E 1, O=—4ng(E 7 Q).

Ugyanix a Green-féle reduetiohan (XXVIIL, 7) a @ fliggvény
gvanint  haszndlhatt az I fiigevény, birmely tért jelentsen 7, mert
mix  killondssée nem  fordulhat el a végetlen térben, mint hogy I
misodik deviviltjai mds véges értékekkel hirjanak a (t) tért hatirold s
foliiletnél ennek az egyik oldaldn, mint a mésikon. Ha pedig a (1) tér tetsacs
sserinti része (t), nem kiilomben haszndlhatd Ir ix @ gyandnt abban a
reductioban, birmely tért jelentsen 7, mert méds kiillondssée nem tordilhat
eld a végetlen térben, mint hogy I, misodik derivdltjai mis viéges
értékkel birjanak a o7 foliletnél ennek az egyik oldaldn, mint a mdsikon.

A T most :1kkm': tért jelentsen, amelynek a helsejéhen van a
T tér. Minthogy a t téren kivil AZ, =o, igy

c ALy - Al
“Zpe=| b
v i @

Még pedig 7' tér gyanint vilasszunk oly gimb-tért, amelynek :
centruma a T térhen van. Sugara megvi ilaszthatd oly nagynak, hogy
mihelyt mdég nagyobh, mir a Green-téle reductioban a filileti integralds
szdmértéke tetszés zzerint adott kiesinynél  kisebh, mert az integralis
folilete a sugdr négyzetével ardnyosan nél, az integralandd figgviny
pedig ul\'\/muvn Ll\ehl)mhl\ mint a sugdr harmadik hatvinydnak
forditott értéke 1.). Eszerint,

\ é§ Dt= —47;1_;,((1, b, e)= —47:\ PDT.

vagyis

——A—ﬁth_

AL +dmyp
5:’ ¢
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De, ha (t)-nak azt a részét, amelyet a (T) részen kivill tartalmaz,
(t— 1) jeloli, dgy

Ie=T—1I._
és (t') Dbelsejéhen
Al_ =0
- -
Kovetkezileg
\ ¥
) ————D1=o.

Minthogy AZ_ és ¢ a filtevés szerint mindeniitt folytonos (t)-han,

’

gy (‘t:) megvilaszthatd gy, lm‘r\' egyfeldl henne foglaltassék a (1) térnek
tetszés szerint vélasztott & 7, T pontja, & méasfelsl a Al_+drg dsueg

mindeniitt positivus, vagy mindeniit.l. negativus legyen  benune, 15bhil
folydlag (t) barmely pontja legyen &, v, &, abban tényileg

A1'1+-'l»7tcp =o0.

Az . n. Pomssox-féle egyenlet.

Ha a ¢ derivilhatd a (t)-han mindhdrom coordinatdra, ¢ derivaltjai
folytonosak, akkor létezik AZ_ a (t)-ban & folytonos 2.), tehat akkor
hizonyosan &l ez az egyenlet. De szdrmazdsindl fogva 4ll, mihelyt
olyan folytonos fliggvény a @, hogy 1. kétszer derivilhatd  (t)-ban,
& misodik derivdltjai ix folytonosak (t)-ban.

5.) Ahol T hatdrdn a g fiiggvény nem zérus, ott AL folytonossig-
seakaddst szenved a hatdr-folilleten korosztil, mert a folilet egyik oldaldn
0, a mésikon —4rg. Most latni fogjuk, hogy I egves mésodik deri-
Altjal miként viselkednek a T tér hatdrdn.

A hatdr-folidet belsd oldalft positivas, killsd oldaldt negativuos
oldalinak nevezzitk. Minthogy az elsd deriviltak mindeniitt folyto-

‘nosak, fgv
ol ol
S - o Sﬂ).
or/_ - \owx/ S

a hatdr-folilet minden pontjdban, ha t.i. I helyett rividség kedvedért

It irauk. Minthogy a hatdr-tolilet minden pontjdban helves ez az
. : puntj ]

cgyeniet, igy oly pontjaiban, amelyekben hatdrozott érintd sikja van,

a bal & jobb egyenleti oldalak tangentialis derivaltjai bizonyosan
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coyvenldk, & Dbirmely tangentialis irdnvt jelentsen is az ilv .z,
t=l? . o v « “ 2

helyen s,
) Az
(_‘\o T ) - <°_I_> =0, sth,
O.Iv'aS a"‘o'\l -

/

Haszndljuk ezt a jelolés-maodot

T —\ s =(, ().
opoy/_ \opdy ' L
Ha az s tangentialis irdnyt meghatfrozd cosinusokat a, (3, v jelentik,

dey cgyenleteink eképen is irhatdk :

o

(., & oty y)3+H(e, 2)y =0, sth,
Eszerint az a vector, melynek a componensei (@, .29, (o, y), (r, 2) vagy
(i, ), (1, 1)y (1, 2), vagy pedig (z,2), (2, ¥), (2, 2), normalis irdnyi a folidet
oy 4y 2 helyén, Ha tehdt a tolideti normalis egyik irdnydnak az ivduy-
cosinusai az .o, Y, 2 helyen A,y v, akkor léteznek olyan sealavisok 7,
It,, I, absolutus értck szerint rendre a hdrom vector nagysiga, hogy

() =Rp, (
(i, )y=1t5h,  (
=R (

o, =Ly, (r,25)=Ry,
" Y)= H‘Zl-‘? (¥, ") =1ty,

5y =1, (5 2= Ty

De a (p, ) symbolum definitiojdnak  értelmében (p, ) & (4. p)
azonos. Kiovetkezsleg médsodik, harmadik, negyedik, hatodik, hetedik ¢s
nyolezadik cgyenletiink szevint

B iRy i Be=X sy,
vagyis lotezik olyan scalavis, R, hogy
R, =R\ R,=Rp, Ry=Ry.

Minthogy pedig

(AD).-—(Al)4. = 4wy,

oy )y, Y H(e, &)=
fry elsd, otiodik éx kilenezedik cegyenletiink szerint
R+Bp+Ry=4rg,
anav, R=4dmyp, tehit
(r,0)=dmghk, (o, y)=4mphp, (v, 2)=4mphy, sth.

Tt Wuiscarren-féle cgyenlet-rendszernek  nevezziik.



6.) Tetszés szerinti 7' térre és foliletére, S-re, vonatkozdlag,
reductio rendén

2 3l
5 A[tDrz——\ ——Doag,
r Joon

mert mds kiilonosség nem forddlhat els, mint hogy I_ masodik deri-
valtjai T hatdrdnak egyik oldalin mis véges ¢értékekkel birnak, mint
a miésikon.

Eszerint

oI, \
S a—l)c:-{ns ¢Dr.
son r

7.) Minden két-oldald folidet egyik oldalit (+), misik oldaldt
(—) oldalénak nevezziik, és a folileti normalisnak azt az ivdnydt, mely
a (—) oldalrdl a (+) oldalra mutat (+) irdnydnak, ellemétes irdnydt
(—) irdnydnak nevezziik.

A o folilet pontjaindl, azokhoz bérmi kozel, 1, foliileti potenti-
alis normalis irdnyd deriviltja dltaliban szdmot tevéen mids az egyik
oldalon, mint a mdsikoun, jollehet mindegyik oldalon a (+), vagy mind-
egyiken a (—) irdnyban képezzitk. Mégpedig a kiillonbség hatdr-értéke,
a (+) irdnyd derivéltra szdmitva, & 7, § helyen

(ijz)Jr “(2,171) e —dnp(E 1, 0).

Szabatos levezetéschez juthatunk a Greex-féle reductio (XXVIII, 7)
és (XXVII, 4) segélyével.

Jelentsen S; & S két teljesen zdrt foliletet, amelyeket igen
vékony térkiz al.ul,smn el egymistdl, és amelyek elseje egészen a
misodikon beltl legven. Tgen vékony térkozik belsejében fu«rl.tl]un
helyet a o foliletnek o' darabja, &s egyuttal Ggy legyenek vdlasztva,
lm;_rv (';_rv «, h( pont- -hely, amol\e a o f(‘)liilcten l\i\(il totiz,é\w
az Osszes elofoulul.tmln l.wul\agok it mnelvel\et most nnn:hg ]e]u]]nn

Az S, folileten beliill alkalmazhatd (\\VIII 7) a =1/, figg-
vénynyel, és az S, foliileten kivill alkalmazhatd (NXVII, 4) a (I)=15' b
F=1:r figgvénynyel.

Jelentse mér most (XXVIII, {)-ben a miésodik egyenlethen a
T tér az S, folilettGl befogott tért. Minthogy Al-=o0, e tér minden
pontjiban, tgy
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/‘
) 101,
% \Do=dnL (a,b

(au Iz r on ) (@ be)

8

Jelentse tovabba (XXVIIL, 4) ben a 7" tér az S, folilet és egy
kiriiltte vt gombfolilet kozt 1éve tért. A 'rmn])t'i'»liile sugara meg-
villaszthato oly nagynak, hogy mihelyt még nagyobb, mdr a gimb-
folitletre 52016 integralis  szdmértéke tetszés szerint  adott  kiesinynél
kisebh. Mivel pedig a mostani Z-ben i mindeniitt Ay =0, ezt is
figyelembe véve, taldljuk, hogy

(é ;I,' -_laaI“ )I)G—O

Az S; & 8§, folilet térkoze megvilasathatd oly vékonynak, hogy
mihelyt még vékonyabb, mir tetszés .~/.crint meghatirozott  kicsinynél
kizebh eltéréssel teljesiilhessenck a kovetkezd  postulatumok : sy &y
ellenkezé irdnyok ; ry &8 ry egyenldk; Ory : Ony, és Ory : Onty ellentétesen
egyenlok; (Iy), s (Ly), egyenlok; (04y:0n), ¢s (9ly:0ny), ellen-
titesen egyenldk s (01, : Ony)y éx (91, : Ony), ellentétesen egyenlik ; Dag,
¢s Ds, cgyenlék ; mindannyi az S; és 8 megfeleld pontjira szimitva

Adjuk ossze a két integralis-egyenletet. Az elGsoroltak rendén
osszegitk ekkép irhatd

\ 815' 51:" I)F
(G~ | Pe=tte o

Sy

Azonban esak a 6" foliilet-darab kizeléhen kiillonbozhetik szimot-
tevien a két derivdlt, mert a o félileten kivil  minden  derivilt
folytonos. Igy az integralis a & filillet-darabra vonatkoztathatd az S
filitlet lwlvott t. i. a Do, foliilet-elemekts] mért » tivolsigok helyett
a me«rl(leln D35’ filillet-clemekts] mért tdvolsdgok tehetdk, s a szigletes
zirjel tartalma részben dllandéan az S;, részben dllanddan az S, t'"l"lolr

ran vonatkoztatva a belso zdrjelek indexe szevint. Tovdbbd, ha (3)-nak
az a része, amelyet a (37) vészen kivil tartalmaz, (5—d'), agy

Iy — 1

g — "G

o
G.

o—

Amde 1, deriviltjai folytonosak a o" folilet-rész  helsejéhen,
tehdt a o' folillet-darab helsejéhen mindeniitt



tehets. lzek szerint

% \ 1Ds y
RT3 ER—
o”l 0”[ )y o]

Misteldl
Ttn, by = | D,
o
tehdt
0l ol
\ (6;1;) - (0;11) 47_{/ Do—u
- r
Ebbdl oly okfiizéssel, amingt hasonld egyenleten 4.)-hen kivettiinls,
adodik

o1,
(aﬂ) (“’ ) =0,

az (. n. Powsson-féle foliileti egyenlet.

8) Iz egyenlet szerint a Nrwron-fele {olitleti mt(-'rl.\lh normalis
irdnya (leu\.tltm a folileten l\mm/tul dltalaban  folytonossfig-szakadist
szenved, amelynek a nagysdiga 4| .

Vegyiik te]\mt('the a t<>111ht ol\' igen kis (5,) résuét, amely tetszis
szerint adott kiesindl kisebb eltéréssel tekinthets siknak, vagyis ann]_uu
a girbiilés mérteke mindeniitt kisebh, mint egy tetszésee adott Kiesiny
szdm. A folillet tobbi résuét (s—a,) jellje. Io—:,, deriviltjai a (s,
foliilet-darab belséjében folytonosak, és az I folilleti integralis mdsik, I,J"
részének a deriviltjai szenvedhetnek esak  folytonossig-szakaddst a o,
tolilet-darabon korosztiil.

Tinck a folytonossdg-szakaddsnak o természetéhe hepillantds
nyilik a kivetkezs szemlélsiléshil. Ha (s,) sik-darvah, Ggy az

IS" g 5 :pl)c

-

votentialis két oly ponthan, &, 7, §-ben, &s &, 1, {-hen, amelyek egymis
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titkirképei a (s,) sikidra nézve, teljesen egyenld. Konnyen kiolvashati
ez az integralis alakjdbal. BhLal pedig kivetkezik, hogy a &, 7, &
ponthan, a sk normalisdnak egvik ivdnydban, az ]_ tiggvényhol
képezett  derivalt, meg a &, 7., & ponthan az ellenkezd irdnyhan
képezett  derivilt egyenld.  Kovetkezésképen a két ponthan  cayesd
normal’s irdnyban  képezett derivdlt ellentitesen egyvenld, és gy a
kiloimbségiik egyikik kétszerese.

De azt is nyomban beldthatjuk, hogy az ],] fiiggvénybsl a &), 7, §
éx &y, M, & pentban egyezd tangentialis irdnyokban képezett deriviltak
egyenldk. Amibd] pmhg az kivetkezik, 11(»:;_\' 7, tangentialis deriviltjai

nen szenvednek folytonossig-szakaddst o feélideten korosatil.

Lzt tudva, a Poissox-téle tolileti egyenlet segitségdvel I, harmely
irdnyd derivdltjdnak a folytonossig-szakaddsdt kiszdmithatjulk.

Ha ¢ 6és e irdnyok tangent'alisak és merdlegesek egymisra, akkor

ol, oI, _ ol ol
— = -y~ cos(’, D+ \———m\(t )4 — cos(s, ).
ot Q: 01 on |-

Az Grintdi derivdltak a k3t oldalon ugyanazok [évén a 5 [HBlolet pont-

Juindl is, fgy e foliletnél

.él;« ol I8 AL .
(o), (5) =[G - Gio) Jomien

Kovetkezileg

ks

o1, o1,
( \J) ‘ ( \J) = — g cosli, ).
o -+ \ ot ] ‘

9.) Bhhal az a fontos kovetkeztetés ix vonhatd, hogy ez a szintn
eyakran cldtorduld integraliz

.=\ 9.-Ds

g

4l ¢ | nagvsigd folytonossig-szakaddst szenved a g folitleten kirosatil.
Leveh

ittt nyilvinkdépen folyt Tnnos, s6t harhdnvszor derivilhato.
wyanis
gl gl 51 gt
.a”:_:_— a-‘;?(-us(‘::, “+)+d o i, )+\o\;( os(2, 10y)
51 a—‘ 5

Ceos(z, ).

S o -

p /
=——=cos(it, Ny) —- Ceos(y 1) —-..
€ - 07,

0

Q:
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Ha tehdt azt irjuk, hogy
S CPECOS(:————’ "+)DG"—_IIC

g
S geos(y, "+)DO‘:.L
s P =
S geos(z, n+)Do: [85,
G g
gy
allo algc OI;G
( OY[ 5 )

Azonhan az elébb taldlt folytonossdg-szakaddsi egyenlet értelmében,

.....

ol ol,, X ‘ _ -
(aE +--- (—SE—>__— TPCOos(&,y My) . cos(L, Ny),

oI, ol
(-8—7;)+_ (‘8'7,’0)- = —dmepcos(y, 1n4) . cos(y, ny),

ol 01y,
(~5§~)+—(§;-)_ = —dmgeos(z, ny) . cos(z, ng),

kovetkezdleg
(I'c)+—(l'c)_ =4rg.

XXXIV. Vectorok functionalis félbontasa.

1) Tegyiik fol, hogy (X, Y, Z) vector, mint a hely fiiggvénye,
mindhérom com(llu.ltﬁru derivdlhato folytonos a 7' térben, és hogy a
3X+“5Y+BZ
ot oy ok
Osszeg is mindeniitt derivilhaté 7-ben. Akkor bizonyosan létezik a 7-
ben a coordindtiknak olyan kétszer derivdlhats figgvénye, @, hogy

0X BY 3[

B ey o =AL
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Ilyen figgvény ugyanis
3X+5Y+5Z
1 or 0y 0z

4.

Az egyenlethdl folydlag

o0/, 0D\ 6/, 0B © oD
ER U DR IPR
0g og 07[ o oQ\ oc

Eszerint az

5 . 3D _ 8D
(‘\—3"" i “Oa:_)

vectornak forma szerint van vector-potentialisa a T' térben. Jeldlje ext

v, Vv, W

X= 0t on o¢’
y 305U 5W
'—O’Il oG oL’
50 8V 8U
T h

Tehdt a kitiizott foltételek alatt az (X, Y, Z) vector két oly vector
dsszegére bonthatd, amelyek egyikének van potentialisa, @, masikdnak
forma szerint van vector-potentialisa, (U, V, W), a T térben
Azonban a  kitiizott  oltételek  esak  clégségesek. Nevezetesen,

a helyett, hogy

oX oY o/

*Z\TV+”*+:\—;

o¢g 87‘ [~/
derivilhato legyen a 7' térben, elég csak azt kovetelni, hogy létezzik
olyan kétszer derivilhaté @ figegvény a 7' térben, (uuf-lv a

dA\ oY 8/

= =AD

O‘Q ds
egyenletnek cleget tesz.

2.) Egy mis haszndlatos {6lbontds azon a lehetéségen  alapszik,
hogy az

Xeo+Yey+Zoz

hirom tagh differentialis kifejezés az
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I 2G+all

kéttagiira \'czctln-(.(i, amelyben (¢ ¢x I o hdvom  figgetlen vaviabilis-
nek, vagyis o, y, z-nek derivilhatd figavényét jelenti. 18z a lehetdséy
Uy s .\ll.l]\'ll( us kifejezéshen :

(i O '
(]« 96, - ?1{> 2 (1"9\1-+°\[—1>6,r,'+ (lv‘
y oy

Xeni Yoy+Zoz

o or

Minthogy a 2o, 2y, 2z differentialck teljesen figgetlenck egvmds-
tol, gy

. °G oH
X= F“;I+T\— )
or o
Sy
= FE(L?\I-{
oy oy

1 - + "
dz oz

Természetesen az alapGl haszndlt lehetosée f6ltotelei ennek
kitejezés-rendszernek is {oltételel. Hogy  melyek itt o szitkséges 6
eligtéges foltételek, vagyis X, ) /nnlv funetionaliz  tulajdonsdeai
suitknboesek éx (‘1("'\""(\( k a ru‘h.h/.n alt l(h("rm-'hw,. ennl o kérdésndl
is fontosabb egy llld\l]\, 6z pedig az, hogy mely foltételek alatt jelent-
hetnek I, G és H, legaldbb  dltaldban, mindhirom  coovdinata szerint
kétszer derivdlhatd figevényeket \"l]‘l]]lll\' térben 2 A vectorok ilyetén
folhontdsa az alkalmazdsokban ezeknek a (]ill\d-l]l.l(l)ml»w)l\ll.ll\ a7 eseli-
hen szokott haszonnal jarni, s épen azért, valahdnyszor hozzd tolyamo-
dunk, médr egyittal rendszerint a priori 6ltessziik, hogy olyan a veetor,
mikép I (e, 11 dltaldban kétszer  dervivilhatok  mindhdrom  coordinata
suevint. Ekkor dltaldban szitksdgkép  derivilhatd o veetor mindhdrom
coordinata szerint abban a térben. Kérdés marad azonban, hogyv ez a
suitkséges tulajdonsden elégséees tulajdonsden-e cayszersmind ?

XXXV. Potentialisos vectorok és vector-potentialisos vectorok geometriai
jellemzése.

1) Ha o 7' térhen (2, 7, O vectornak van potentialisa, &2 ez @,
akkor vegyitk figyelembe a 7' térhen a

‘D—p:u

folitlet-sereget. 13z a folilet-sereg a p parametrum bizonyos értéktarto-
midnyinak  felel meg, Ggy, hogy birmely ¢érték ]«-;)x'll p chben a

m'(um-'m\'ll-m ([):p:(-um't olv f«")]l'ilu :unv]\' eaiszen vagy '(-<7,|wn
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azal az értékkel biv a potentialis, az’rt az ilyen foliletet aequipoten-

tinlis foliletnek nevezziik.
A T tér e, y, 2 pontjdban

od o | od®

= N=-—-— C=-=x?

o =8y T oz

Ayl
Qy

tehdt az ., y, 2 helyre vonatkoztatott (& Q) veetor irdnya az ¢ helyen
dtterjeszkedd aequipotentialis folidetre (M= p=const.) merdleges (XIX),

s pedig épen czen a helyen merdleges red.

Azonban mds veetor is bir ezzel a tulajdonsdgeal. Mind  az

a

veetor, amely oly figevénye a  helynek, hogy componenzei ckkiép
“ . Ll . R O

fejezhetsk ki

.00 .00
C=iN—) GC=A 2
. duar ° oz

De mér masféle vector nem, mert annak, hogzy a helytsl fiiged

(& 7, Q) veetor egy folilet-sereghen, 4. m.

O—p=o,

mindeniitt orthogonalis legyen egy dsszefiiged térhen, szitkséges & eléy=

stges foltétele, hogy

o o® od

‘C.:"I:C.:—T__‘Td: Y

ardnylat létezzék abban a térben.

Amde, midén cgy vectornak valamely térben  potentialisa van,
még cgy olyan tulajdonsdgaal bir a veetor, amely geometrinilag cav-
wroriien értelmezhetd, és mind a két tulajdonsdgeal més veetor nem bir,

Vegyiink tekintethe két aequipotentialix folitletet, amelyek para-
metruma végtelen kiesit kilombizik, amelyeket tehit végtelen vékony

térkiz vilaszt el (NIX):

O—p=o, O-—(ptop)=o.

A kot folalet térkozének viégtelen kis  vastagsiga az 2, ¥, #

helynél (XIX): o
gs=|gp|: N,
ahol N jeloli a ;
‘(3‘_1’,, D, ,54’,)
o oy oz

vector nagysigdt. o ’
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A |9p|:3s hinyadost az aequipotentialis folillet sereg x, Y, &
helyi sirtiségének nevezzitk s egy pillanatra % bitidvel jeloljik.

Egyenletiink szerint N=x.

Ha tehdt egy vectornak valamely térben van potentialisa, gy
ennek a vectornak a nagysiga mindeniitt az aequipotentialis  {liilet-
sereg siiriségével egyenld.

2.) Tegyik fol, hogy (&, 7, $) vectornak a 7' térben vector-
potentialisa van, (U, V, W),:

L_OW BV U W av v
"Toy 8 T e ar ST or oy’

s, hogy ez a (g 7. §) vector dltaldban mindhéirom coordinata szerint
derivilhatd a 7' térben.

Tudjuk mér, hogy ez esethen a vector ('mnpmwnse mindig  két
figgviny segitségével fejezhetdk ki (XX), tgy. hogy a vector két
functionalis tetszésszerintiséget  tartalmaz, mn(’l\' esak annyiban nem
teljes kettGs tetszésszerintiség hogy mindegyik tetvu»/crmtlswr(*t hirom
misodrendi derivilhatosdg szorftja meg (\\I)

Most més madon 101(*//111\ ki l\(t fiigagviny  segitségével, mint
amily mddokon (XX)-ban tettiik. 1z a mod  az elébbi  cikk mésodik
részéhen  foldllitott  kifejezés-formdra  tdmaszkodik, amelyet.  jelenleg
(C, 17, W) vector-potentialisra alkalmazunk, tévén

‘O(r oll
I] Ia_ ‘g’
r=52,8
oy oy
w=r20, 51
0z 0z

azzal a kirovdssal, hogy I7, G, I1 dltaldban kétszer derivdlhatok a
coordinatik szerint 7' térben legaldbb oly nn’ulnu. hogy a kétszeres
derivilisok kiilombiza (-onr(lnntal\ szerint valok, t. i. y &s 2z, 2 & a.
x és o szerint valok.

Eezknek az alakoknak a behelyettesitéséhal folyolag

. 0FoG oF oG
T oy 0z 6z oy
_0FoG oreG
T 9z or or oz
| oFa(1 oF oG
> b dy oy ox
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Tzekben is két functionalis tetszésszerintisée forddl eld, és et a
két tetsuésszerintiséget is hdrom mdsodrendd derivdlhatisdg szoritja meg.
Belalik folydlag

3F 81’ +8F Y
£ 61/ ™52 '
OF a(r SG,,

EERNE TEAF P

Kovetkezdleg a (&, 4, §) veetor irinya mindeniitt tangentialis a T
térben az
F—p=o
folilet-sereghez (s a
G—q=o0
tolilet-serechez, vagyis mindeniitt tangentialis ahhoz a vonal-sereghez,
amelyet a két foliilet-sereg metszése hatdroz meg.

Ezzel a tu].udom:ur«rtl azonban mind az a vector bir, amely oly
fiiggvénye a helynek, hogy componenseit a hely egy tetszds szerinti
hw;_rv(-nv(uek és a & ), § kifejezéseknek a szorzatai képwik

Csakhogy vectorunknak még egy egyszerid geometriai tulajdonsiga
an, amely azt az elGbbivel egy etemben mér te]]exvn jellemuzi.

Gondoljunk a 7' térben 2, w, z helyen a vonal-seregre nézve
orthogonalis elemi négysziget, (2g), amelynek csicsain a kovetkezd
vonalok haladnak 4t:

F=p G=q,
F=p+ip, G=q,
F=p, G=q+2q,
F'=p+ep,G =q+2q.

(= (3 (¢ (=

A |Zp2q|: 2o hényadost a vonal-sereg x,y,z helyi siwiiségének
nevezzitk. Lzt tog)ul\ most I' és (& segedelmével meghalm‘ozni.

A 8o négyszig két szomszédos oldalit ez a két elemi vector
képezze : (8,2, 8,1, 8,2) &s (Syr, GgY, 8,2), amelyek hosszit 8,8 és 8,8
jelilje. A midsik két oldal ezekkel pérhuzamosnak szimithat. Az els§
vector eleje legyen az L vonalban, vége a 2 vonalban. A miésodik
vector eleje legven szintén az ! vonalban, tehdt ugyanabban a pont-
helyben, mint az elsié, vége legyen a 2 vonalban. Akkor

_OF, 9F, OF,
W—F= 7361.7,4-76—!/6,3& 5 0,2 =0p,

, 0Gy oGy oG
—G= e T:\,.z' fa—;hzy

=02 =8,
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o A (8,2, () ! 3,2) elemi vector nyilvdnvaloan a G=g¢ fdlileten
feksaik, o (3‘ Oulfy Bo2) clemi veetor az F=p fotileten, x mindkettd
mur(i]vgv.\(u az L ovonalra; azért merdlegesen red, mert a foltevés szerint
a (03) négyszig orthogonalis a \‘()lldl-b(‘»]t‘i__{l(’ nézve. Ha tehdt w9,

helyen az L vonal egyvik irdnydnak irdny-cosinusai o, [, v, dgy

ol ol'  of oF, ol -
By &« 2— YY) xp—a )
(Dl/ 31) (O\.“ 5‘;:‘( (0\11 ay )

Az clsi jobb-oldalon szerepld hinomiumoknak, mint  componen-
scknek, megteleld veetor nagyrdgdt jelolje f7, a masodik johh-oldalon
szevepld binominmoknak, mint componenseknek, megicleld veetor nagy-
sttt jelolje JP,. Akkor

8:”.: (i_) SR

’ ” N ’ ~ e . oo s’ ’ .
Behelvettesitvén ezeket op & 2S¢ fontebbi kifejeztséhe, & tekin-
tethe vévén a ¢, v g componensck Kifejezdseit,  azt taldljuk, hogy, ha
a (Z, 1. Q) veetor nagysdgdt pojeloli, oy

g 8=(+) {;]31»_, stzg'i) L(. oy,

mert L. 1.

2 N ” - s 2 5 - T
Mivel a (d3) négyszignek o teriiletét a kovetkezi  kifejends
szolgdltatja

vz
=

2

B ‘.I £l

=7
~

7
L

-7

>

z N - , g
foy 0,8 &8 0,8 Cpen most taldlt Kifejez

7

thal folyolag

\ S II)/ Il) NS N N N
dg=(+) —;;%hub £, 0,8) . 0p 0.



— 113 —

Azonban,
$in%(2,8, G,8) =
b S o & S s ] &
(0188 81982 \g (G102 8,28:2\g (3,40, 88,y
o i ot~ i o -~ snir-Se—wta) [k (it~ i
$,8 2.8  ©,53,8/ 8,8 098 (S 0,8 0,8 8,8 0;5 CoS

Helyettesitsitk be ide is 8, sth. elobb f6ljegyzett kitejeziseit. Tekintetbe

véve a & 7. & componenseknek az I7 & G figgvénynyel képezett

formuldit, ¢s tekintetbe véve, hogy «, §, v szdmértékre aE:p, 7:0, S p
A

irdnycosinusokkal egvezik, csekély faradds drin azt taldljuk, hogy

0 9

5y o o

SIN(2;8, 0,8 :( ) X
Y=\ R,R,

Tszerint

»

agyis a vonalsereg  siirlisige jelenti mindeniitt a  veetor nagysdgit.
Bzzel ki van egészitve a vector geometriai jellemzése.

XXXVI Folytonosségi tételek.

2

A figevinyek folytonossdgdt illetéleg az alkalmazdsok szempont-
jahol kiilonisebh érdekkel biv a kivetkezd hirom tantétel.

1.) Teovik {61, hogy az w, ¢, w, . viltozok széma N, & hogy

o) (=12 ’ ) X qL-.
egy folytonos N dimensios érték-tartomdny belsejében az flu, v, w0, . )
fiiggviny az egyes viltozék szevint folytonos. Akkor az érték-tartomény
helsejechen  valamennyi viltozd szerint folytonos az [ figevény. Azaz:
ha &, (e G .. vdltozok f6ls6 szdm-hatdra megvilaszthatd oly kiesinynek,
hoey  barmi  kis adott szémérték legven A, egy N dimensios  érték-
(=P (=]t o
tarfomdny Dbelsejéhen :
| fu+E, v 00, ) — e, v0,.0) |<As
| fat, v, a0, . )—fln, v, w0, .0 (<A
akkor & %, §, .. f6lsd szdm-hatdra megvilaszthatd oly kicsinynek, hogy
birmi kis adott szémérték legyen w, annak az érték tartomdnynak
a belsejéhen :
QAE, e, w04G L) = [l 0,0, L) |<<p.
Ugyaniy, az érték-tartomany belsejéhen
L fet B, vt 048, L) — [, v, 004G, ) (<A

Loy vt w48, )— [l e, w1 G, ) (<
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Ebbdl pedig dsszeadds rendjén az Allitds igazdra

| (64, v4m, 2048, . )—f(u, v, 20, . ) |[<NAX

kovetkezik.

2.) Ha az s véltozénak valamely folytonos érték-intervalluméban
f(s) mindeniitt derivélhaté és derivdltja nem esak hatdrozott értékkel,
de hatdrozott véges értékkel bir mindeniitt az intervallumban, akkor
deriviltja folytonos az intervallumban.

Mert legyen, hogy, mihelyt |¢|<le, mir s+g, vagy s —¢, vagy
mindkettd az intervallumba tartozik. A foltevés értelmében, barmi kis
szdmérték legyen A, megvilaszthaté az ¢ oly kicsinynek, hogy a f6lss,
vagy alsé eldjellel vagy mindegyikkel

f(s+¢)—f(s)
- o,

S

ahol ¢, hatdrozott érték, az f figgvény deriviltja az s érték-helyen.
Ha n az egységnél kisebb positivus szdm, nem killomben

f(sing)—As) |
+ng

S

<>
A két egyenldtlenséy Osszeaddsdhol folydlag

[ fist)—1s)  fistng)—/1s)

2.
¥ +ng =

Azonban az itteni baloldal azonos ezzel :

1—n|fistngt(1—n)g)—fls+ns)  fis+o)—f(s)

n +H(1—n)g +<

amelytdl csak algebrai alak szerint kilombozik. Kovetkezoleg

fistnzt(1—n)g)—fistng)  [fls+9)—/(3) | |<; 2n
+(1--n)g +¢ 1—n Ae

Emellett vegyiik most még szémba, hogy

l /ljgé_) - f(g)_ <)\’
*¢

f(9+;u(1— ) ) 9+ng)

A hirom egyenlitlenség Gsszeaddsdbol
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| 2
Patng™ Py ‘ <m)‘

kivetkezik. Az n positivus szém azzal a kikotéssel, hogy az egységnél
kisebb legyen, egészen szabadon vélaszhaté meg.

Tzzel az 4llitds be van bizonyitva.

3) Ha az itteni elsé ezikk-részben szerepeld f fiiggvény a vil-
tozok  Osszesége  szerint és mindeniitt véges  hatdrozott crt.el\lw deri-
valhatd az N dimensids érték-tartomdny  belsejében, akkor az egyes
véltozok szerint képezett partialis derivdltjai valamenyi viltozd szerint
folytonosak az érték-tartomdny Dbelsejében.

Bizonyitds :

A foltételezett derivalhatGsdg értelmében a figgvény mindeniitt
derivdlhatd partialisan  az egyes vdltozok szerint az  éreék-tartomdny
l)ol\o]eben s azon folal 4ll, lm(rv barmi kis szdm-értck legyen A, a
E 1, G .. viltozdk {0ls6 szdm- h.mm megvilaszthato  oly I\u'\m)m']\,
hogy ha E:p, n:p, Cip sth. hatdrozott véges értékek gy az Crick-
tartomény belsejéhen mindeniitt :

futg, vim, w4, . )—f(u, 0, w,..) ( of §+ /'q of Cf ) | <)
e dup ovp Yow e ‘ N

Tudvalévi (li)l();_r, hogy evéghol suiikséges foltételt képez egy
ilyetén folytonossi \(__,I rendszer: Of: 9w tulvtmms a v, w, sth. viltozok
dxszesége szerint, Of 1 v folytonos a w, sth. véltozok Osszesége szering
sit. az érték-tartoméany belsejében.

Legyen, hogy épen ez a pt-l(l.lk(nt emlitett folytonossigi rend-
szer teljestil. Az cldbbeni czikk-rész értelmében 8f: du folytonos az w
viltozd szerint, 6/.31‘ folytonos a v viltozd szerint sit., tehdt of : du
folytonos az i, v, w sth. viltozik Osszestge  szerint, of 1 or folytonos
a v, w, sth. viltozok dsszestue szerint sit., az érték-tartomdny be l\e|chcn

De ugyanesak dsmeretes, hogy ez a tolytonossigi rendszer elégsé-
ges foltétele is az eldttink 1évo hatdr e(rveulorleu\mruel\

Mir most vegyiik tekintetbe, hogy, ha a, b, ¢ sth. véges constan-

sok,
W=1tlg+s, v=v,ibs, wW=10,4¢S,...,
tigy az eldbbeni czikk-rész értelmében df: ds folytonos figevénye s-nek
az érték-tartomdny belsejéhen. De
ar_sf, Of of
— b+
as—on" o0 Bw
Jeloljék emitt a 9f: du sth. partialis deriviltakat rendre ¢, §, %, .. :
birmi kis szdmérték legyen A, megvélaszthato ¢ vdltozd 1"1}50 szfim-
hatdra oly kicsinynek, lm"y

e+ .
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[p(utas, v4+bs, wtes, .. )— @lu, v, w, . )|
+Hd(utag, v+b; wies, . )—d(u, v, w,..)]h
Hylutag, v+bg, wieg )y, vy w, L )e+ ...

kiillomhség szdmértéke kisebb, mint A Irjuk egy izhen ¢ factorait
a és b kivételével zérusnak :

' {plwtag, v+bs, w, . )—(u, v, w, . -)}u+

4 -{L}a(u+u;, v+hg, w0, . ) —d(n, v, e, . .)}-b |
<.

Mivel @ az Osszes viltozdk szering folytonos, ¢ pedig a »,ew, ..

viltozdk Osszesége szerint folytonos, Ggy ¢ folsé szémhatira lehet oly
kiesiny, hogy

‘ P, v, w,. -)“’:F(:”‘*'";.» v4bs, w, . ) 1 <
| blrtag, v, w, .. )—dnrag, v+bg w,..)| <

A hérom egyenlétlenség rendin

| blutas, o, w, . )=, v, w0, ) <@+ |a]|+] D02,

tehdt ¢ folytonos fiiggvénye u nak az értéktarlomdny belsejéhen. Igy
e czikk elsd részébol folydlag ¢, azaz 6f:0v valamennyi véltozd szerint
folytonos az értéktartomdny belsejében. Hasonld mddon kovetkezik,
hogy Of:0w az w folytonos fiiggvénye, &s, hogy a o folytonos fiigg-
vénye, tehdt, hogy valamennyi viltozd szerint folytonos az érték-tarto-
miny belsejében sit.

Ertelmezések.

Néhdny kétesebb jelentményt sz0lds-mod esetleges télremagyard-
zésdinak elhfritdsit czélozzik a kovetkezo értelmezések.

1.) Egy irdnynak a cosinusain emnek az irfnynak az
irdny-cosinusai értendsk.

2.) Egy mennyiség vagy érték nagysdga mindig az
absolutus értéket jelenti.

Tovabb4, valahdnyszor egy mennyiség fo1x6 szdmhatdrdrol
van a 20, ez mindig dgy értendd, hogy a mennyiség mind azt az értéket
tolveheti, de csakis mindazt, amelynek a nagysiga bizonyos szimértéken

7

til nem hdg, amely szimérték a fols6 szdmhatdr.
3. Végtelen nagy mennyiségen mindig absolutus érték
szerint végtelen nagy értendd.

4.) A véges jelzd mindig esak a végielen nagyot zdrja ki.
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5H.) Kiilonos kijelentés hidnydban egy fiiggvény folytonos
sdgd h a mindig o végesség s egy vrtcku\wr kivetelése is bele értendd
a f(llvt-()llu.\,mlgll.ll\ a XI. ezikkben is foglalt definitidjival egyezdleg.

"6) Tobb valtozo figegvényének a folytonossdgdn
nem esupdn  kiilon-killon az exzyes viltozok szering vald folytonossiza
gondolandd, hanem egészen dltaldnos folytonossiga a XI. ezikk defini-
lvi('ij:'lll:lk megielelGen.

7.) H.leul\vp tobh valtozd figgvényének a deri-
vialhatdosdgdn nem csupin az egyes vi dltorok szerint vald partialis
derivalhatosdga értendd, de egdszen  dltaldnosan, birmely mddon vald
egyszeres derivilhatdsiga, még pedig olykép, hogy, ha u, v,.. azok
viltozok, és @ a fliggvény. ugv biarmely derivilbatd fiiggvényei legye-
nek az w, v, .. viltozok az s parametrumnak :

d® o0 du 3D dv
ds — Oduds ov ds

Ugyanezt jelentik az ilyetén szoldsmadok is: korldtlanil
derividlhatd egyszer, derivdlhato valamennyi vil-
tozd szerint, derivdalhatd valamennyi valtozdora,

8.) Tegyiik f5l, hogy a o®:du sth. partialis  deriviltak i
derivilhato mggwm eik az w, v,.. viltozoknak, és w, 0, .., du: ds,
dr:ds, .. derivilhato fiiggvényei legyenck a ¢ parametrumnak. Akkor
d®d : ds derivilhatd figgvénye g-nak, és

@ ob d2u y 0@ dn 0® (ll7+ dun
i il SRR it
dsdg  on dsdg ou*dg 0 dudg ds

Igy értendé mindig egy tohb-valtozds figgviény kétszeres
dervividlhatosdga, st

0.) N26 van a fiiggetlen valtozdk oly kitlonas érté-
keihez tartozd derivdltakrdl is, amely értékek mel-
lett ezek a derivdltak definitidoszerdleg nem Iétes-
nek. Ez mindig gy értendd: Képezve gondoljuk a derivdltakat
fiiggetlen  véltozok oly értékeihez, amelyek mellett definitio-szerileg
léteznek, tehdt hatdrozott viges értékkel Dirnak. Azutdn a figgetlen
viltozdkat folytonos viltoztatdssal valamely kiilonds értékeikbe viltoz-
tatjuk. Azt a hatdrozott végtelen nagy értéket, vagy azt a tobbé-keviéshbé
hatdrozatlan értéket, értéktartomédnyt, tulajdonitjuk most a derivdltak-
nak, amely felé a figgetlen valtozdk folytonos  viltoztatdsdnak oOsszes
madjai révén terelddnek.

10.) Kilonis kijelentés hidgnydban :

Vonalon mindig oly véges hosszisizd vonal értendd, amely
bir legalibb is azzal az analyticus tulajdonsiggal, hogy egyes pontok
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kivételével minden helyen hatérozott normalis sikja van, amelynek az
irdnya folytonosan véltozik a vonal mentén.

Foélileten mindig oly véges kiterjedésd foliilet értend, amely
bir legaldbb is azzal az analyticus tulajdonsfiggal, hogy egyes pontok
¢és vonalak kivételével minden helyen hatdrozott érint§ sikja van, amely-
nek az irfnya folytonosan véltozik a folillet mentén.

Téren a végetlen tér afféle része értendd mindig, amelyet egy,
vagy véges szdmi tobb Osszefiiggs foli
elobbi meghatérozis jellemez.

11.) Egyes pontok egy vonalban, foliletben, térben, egyes
vonalak egy foliletben, térben, egyes folilletek egy térben,
mindig véges sz4mG pontot, vonalat, féliiletet jelentenek a fontebb
jellemzett értemény szerint.

12.) Egy folilet hatdra a foliletet teljesen hatirold egy,
vagy tobb Osszefiiggd vonal a fontebb jellemzett értemény szerint.

Egy tér hatdira, a tért teljesen hatdrold egy, vagy tébb



Az egyszeru inaequatiok tana.

I. Egyszerii figgvények és relatiok. Az egyenlétlenségek iras-modja.

1. Ha egy viltozo, 0, mds viltozok, iy, u,, .., i, egynemi, vona-
los egész fuggvénye, vagyis

O=A, 1 +A4, ust . . +4,n,

alol az A egyiitthatok fiiggetlenek az w0 viltozoktol, akkor rividen e
rdltozok egyszerd fliggvényének nevezziik.

Ha valame ly viltozik tetszésszerintiségét az a kirovds szoritja meg,
hogy egy egyszerd fiiggvényiik ne lehessen negativas, vagy ne lehessen
positivus, vagy ne lehessen se negativus, se positivus, akkor azt mondjuk
roluk, hogy egyszer relatio 4l fonn kézottitk, a melyet a két elsG eset-
ben egyszerd inacquationak, vagy egyszerd egyenlStlenségnek, a harma-
dikban egyszerid acquationak, vagy egyszerd egyenletnek ueveziink.
A szokott symbolicus kife }(‘/m(-l\l\(- élve U>(l és nem killonben 0<()
egyszer@ cgyenldtlenség, 0=0 egyszeri egyenlet, mindhdrom egyszeri
relatio az oly viltozok  kouzitt, amelyeknek egyszeri f[’lggvén_\'e a 0,
azaz egynemii, vonalos egész fiiggvinye.

Ha egynél tobb egyszerid relatio szoritand meg valamely viltoz-
tathatd mennyiségek  tetszésszerintiségét, a relatidk rendszerdt egyszeri
relatio-rendszernek nevezziik.

A kivetkezendGkben mindig egyszerd relatiokkal és relatio-rend-
szevekkel lesz dolgunk, egyszer( e(r\'enlotleuw«r(-]\kel és etr\enlotel\kel
s ilyenek rendszerével. Ha tehdt holvon]\lnt mellézzik is az segyszerd"
|(~lmr midon egyenlGtlenséget, (‘Lrv(‘nlotot relatiot, relatio-rendszert mon-
dunk, mindig oda értends az.

Azokat a véltozokat, a melyek kozt a relatiok fondllanak, vezér-
mennyiségeknek fogjuk nevezni.

2. Ha bdrmely mennyiség azt a kirovdst viselné, hogy ne lehes-
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sen positivuy, mindig moédunkban van olyannal helyetfesiteni ezt a ki-
roviist, amely a negativus  értékeket tagadja meg. Legyen ugvanis,
hogy <0 kitelex lenni. ¥z a kikités sértetlen marad, ha az egyen-
lstlenség két oldaldhoz egyenld mennyiséget adunk. Adjuk mindkét oldali-
hoz a —/ mennyiséget. Al\]un utt.tla]]u]\, hogy o<l—f" Lz a kivetelés
acquivalens az elobbivel, mert ebbél viszont az clobbi  kovetkeztethets
az dltal, hogy mindkét oldalhoz hozzd adjuk az [ mennyiséget.

De kizbitlentl is beldthatd, hogy az a kiszabds, hogy valamely
mennyiség ne lehessen positivug, acquivalens azzal a kiszahdssal, hogy
a mennyiség ellentétese ne lehessen negativus.

Ta netalin  valamelyes viszonyok kizt az a kivetelés meriine
161, hogy valamely mennyiség ne lehessen positivus, ezt a kivetelést
muuh'r it togjuk Forditaui arra, hogy az ellentétese ne lehessen nega-
tivus, ¢s mindig gy fogjuk 1uvvol\h0n kifejezni. IS szerint mindig >0

alakban irt egyenltlenségeink lesznek s médstélére nem ix lesz gondunk.

1l. Az egyenl6tlenségek szédma.

Ha a vezér-mennyiségek szdma kettdndl nagyobb, akdrhiny egy-
mistol  figeetlen  egyenldtlenség  lehetséges;  vagyis akdrhidny olyan
egveuldtlensée, hogy mihelyt az ¢ vendszeritkbél egy cgvenldtlenséget
kihagyunk, mér a megmaradt rendszer nem szoritja meg abban a mérték-
ben a vezérmennyiségek érték-tartomdnydt, mint a teljes remlszer.

A legegyszerihh madon geometriai szemlélodés dtjin gy dzadhetiink
meg ennek az dllitdsnak a helyes voltirdl.

I geometriai szemlélGdés megejtése végett mindenek elatt adjunk
algebrai kifejezést annak a kikitésnek, hogy egy pont egy sik cgyik
oldaldn 1évi tér belsejchen ne foglalhasson helyet, hanem esak a sik
misik nl(ldlau 1évd tér belsejében ¢s magdn a sikon lehesscn.

Jilaszszunk a sfkon egy szabott l\e]\'u ]mntnt Ebhol a pnntlml
hizzunk vectort a mi valtozé helvid pnut.lm]\l).l, 8 a veetor componensei
legyenck & 7, C. A szabott helyd ponthdl hizzuk meg a sik normalisdt
i, ¢x pedig a felé az oldal felé, a mely oldalon a viltozd hely@ pont
tartdzkodhatik. Konnyd észre venni, hogy akdrhol legyen ix ez a pont
a sik kitizott oldaldn, a (€ 7, §) veetor & a normalis hegyes sziget
képez egymdssal. Legfoljebh deréksadget képezhetnek. Akkor képeznck
derdksziget, middn a v dltozGé helyt@ pont a sikon foglal helyet. Szigiik
folsg érték-hatira ©: 2, alsd érték-hatdra 0, a mely hatdrok kizt azon-
ban mdr tetsatsszerinti ez a szog. Igyv tebdt, ha a (§, 7, §) vector &s a
normaliz sz0gnek a cosinusa nem negativus, akkor, és esak akkor, foglal
el megengedett helyet a pontunk.

Ha mdr most a normalis irdny-cosinusai a, 3, v, ¢ a veetor
hossza g, akkor a szigilk cosinust
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€. 1.5
aP+ﬁP+YP

Iévén, a valtozdé helyd pontra kirdtt megszoritds algebrai kifejezése ez :
o fHyE>0,

mert a p positivus, és igy, a mely mennyiség nem-negativus, annak a
g-szorosa is nem-negativus.

Akdrmicsoda erteket vegyen fol & 7, G, ha eleget tesz ennek az
egyenlitlenségnek, akkor, &s csak akkor: a sik ecrylk oldaldn léve
tér belsejében nem foglal helyet a pont, s vagy a sik mdsik oldaldn
1évs tér belsejében van, vagy magdn a sikon. Amely tér-rész belsejébe
mutat az (, B, ¥) normalis, abban a térben foglalhat csak helyet a
pont, de ebben birhol, az egyenldtlenség kiovetkeztében.

Ennek az ismerete utdn eljuthatunk mér a kimondott tétel geo-
metriai beldtdsdhoz.

Ha egyszer kideriilt, hogy hirom vezér-mennyiség esetében akér-
héiny egymdstdl fiiggetlen inaequatio lehetséges, ezzel természetesen ki-
deriilt az is, hogy négy és tobb vezér-mennyiség esetében is akdrhény
egyméstol figgetlen inaequatio lehetséges.

Gondoljunk egy gilét, a melynek a cstesa kizeliinkben van, oldalai
a végtelenbe terjeszkednek. (}supx kiszogell6 ¢élei legyenek. Legyen
most, hogy egy pont azt a kirovdst viseli, hogy a ghla belsejében
vagy annak a foliletén foglaljon helyet. E kovetelés korlétai kozt
bérhol lehessen, egyebiitt sehol.

Nyilvénvalé, hogy ez a kivetelés a kivetkezdvel helyettesithetd :
a pont a ghla mindegyik lap sikjdénak azon az oldal’n lehessen csak,
a melyen a gila van, mi mellett magukon a lapokon is lehet; egyen,
vagy kettén, vagy valamennyin, a mdsodik esetben élen, a harmadik
esetben a csGesban. Ha most a gila estesdbdl a mi pontuukba vectort
hizunk, ez a vector egyetlen gila-lap befelé mutaté normalisdval sem
fog m:2-nél nagyobb sziget képezni. Ez sziikséges és elégséges foltétele
lévén annak, hogy a pont mindegyik lapnak a bels6 oldaldn vagy
magéin a lapon lehessen, ennél fogva a vector componensei kozt annyi
egyenlGtlenségiink van, ahfny a gdlalap. Ha a gila n oldald, dgy
n szémi egyenl6tlenségiink vagyon.

Bzek az egyenldtlenségek pedig olyanok, hogy mindeg gyikitk fiig-
getlen a tobbit6l, vagyis bdrmelyikiiket hagyjuk el, mér a megmaradt
rendszer uagyobb szabadsfigot enged a vector componenseinek, illetSleg
a pont helyének.

Ugyanis: elhagyni egy egyenlGtlenséget, annyit jelent, mint el-
hagyni a gtla képzésében egy lap-sikot. Az eképen keletkezd gildnak
egygyel kevesebb oldala van, mint a réginek, mibsl folydlag tér-
tartalma nagyobb, mint a régié, még pedig egy hérom-oldald gila
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tér-tartalmdval nagyobb. Ha tehéit egy egyenlGtlenséget elhagyunk,
akkor mdr a pont nagyobb térben foglalhat helyet, a régi téren
kiviil egy hérom oldald gdldban is, és kovetkezGleg a vector compo-
nensei szitkségképen nagyobb érték tartomdnynyal birnak, mint az el6tt.
Igy van ez, bérmelyiket hagyjuk el az egyenlétlenségek koul, tehit
mindegyik fiiggetlen a tobbitdl.

11l. Megoldasok superpositidja.

Legyen a kivetkezd egyszerd relatio-rendszeriink g, 1y, .., 1,
vezér-mennyiségek  kozitt :

A+ A gt oA 00, >0
A+ A qitg+ . Ay 00, >0

A:,, u,-l—/l:wug»y L ‘,{:] A, =0
Ay + Aoty t .+ A 500, =0.

Tegyiik 61, hogy ennek a rendszernek eleget tesz 1, = W A =1g
sth., vagyis, ]\()(r\' olyan értékek ezek, hogy velnk \':\l.unmm\'l relati-
onk to.l_]eml. Nem kiilénben ilyen értékek le‘r\ enek N]_Nl ,Ng:'ug",‘
sth. Akkor megolddst képeznck az uy =y "+uy", wg=w"+u,", sth. dssueg-
értékek is. Mert, ha

Ay + A0+ o A 05 >0
A"+ 4,00+ .+ A,00, >0,

akkor egyszersmind
Ay (0 ") A (g 4 0" L A0, ) >0,

sit., a miatt t. i., hogy nem-negativusok sszege sem lehet negativus.
Faunek a nvuma.u konnyt beldtni, hogy amely érték- rendszerek,

bérhéiny legyen is, l\l(.’]t'gl(.]]\ a relatio- 1(&11(1.~/,ert, azok  Osszege is ki-

elégiti.

i Legyenek 7, pe, .. az w mennyiségek cgyszerid fiiggvinyei.

T most a fontebbi relatio-rendszer kivetelésén kivil rojjuk ki még

azt is az w0 mennyiségekre, hogy

]),>(), 7"-’2”’

legyen.
Allitds: ha e mellett vannak olyan u értékek, hogy p, >0, ha
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tovdbbhd vannak olyanok is, hogy p,>>0, olyanok is, hogy p;>>0, sit.,
akkor vannak olyanok is, hogy egyszerre
P >0, P >0, p>0, ..

Jeloljilk  ugyanis az w=u" értékekhez a p-ket p'-vel, u=u"
értékekhez p-vel, sit., és tegyitk 101, hogy kielégitik ezek az n-értékek
a fontebbi relatio-rendszert ¢ egyittal

P00 P 0, p>0,..
P>0, P >0, pd >0,

Vildgos, hogy
A+ >0,
Vatps"+ .. >0,

tehdt az w4+ .. Gsszeg-értékek mellett

>0, pe>0, ..,

mér pedig ezek az “sszeg-Ortékek kielégitik a fontebbi relatio-rendszert is.

IV. Az egyszerii inaequatiok alaptétele.

1. Legyen a kovetkezG egyszerii inaequatio-vendszeriink az 1,
Uy, .o, U, vezér-mennyiségek kozott :
A+ A gt A 0,=0,>0
(1) Aoyt HAgottat .+ Ay, =0,>0

Ha a Dbal oldalokat, nem negativas multiplicatorokkal szorozva,
osszeadjuk, vildgos, hogy olyan kifejezést kapunk, a mely szintén >0,
Jeloljék rendre Ap; Ay, .. a nem negativus multiplicatorokat :

(A Frg Ao+ g+ Ao ths dug+ o g+ o+ (A Aputrg Ayt ), =0,

vagy rovidebh kifejezéshen
A0 20,+ .. >0.

Tz az 4) egyenltlenség mindazokkal az w értékkel  teljesil,
a melyekkel a rendszer teljestl. Ennél a tulajdonsdgdndl fogva a rend-
szer kovetkezményes egyenlétlenségének nevezziik. Elnevezésimk dltald-
nos  értelmezésében o rendszert alkotd  minden egyes inaequatit s
kovetkezményese a rendszernek.



— 124 —

2. Tegyiik fol, hogy ez az egyenlitlenség

(2)  Aygtdanst .+, =00

a rendszer minden  megolddsdiban  teljesil, azaz, hogy mindazok az w
értckek kielégitik, amelyek a rendszert kielégitik. Akkor mir ezt az
eayenlGtlenséget a rendszer kivetkezményesének nevezziik.

Allitjuk : egyszerii inaequatio-rendszer birmely kovetkezményes
egyenlGtlenségének a bal oldala kife Jezhetd, mint a rendszer haloldalai-
nak nem negativus multlplu,at.umlxlml képezett  Osszege ; az az 1éteznek
olyan nem-negativas 4 mennyiségek, az u-ktol figeetlenek, hogy

(3)  =x0, 12,8, +

g ot ..

=24, ,0h

Ez az affirmatio képezi az cgyszerd inacquatiok tandnak az alap-
tetelet Bel)u,onutd,\xt szolgdltatjik a kozelebbiek.

A (2) egyenlStlenségben legaldbb egy 4 nem zérus, maskiép
nem létezuék az az (‘;_")’0[]]6“0[1.\‘(*;},‘. Tegyiik 16], hogy gy vamak
vilasztva az indexek, hogy ., nem zérns. Akkor a (")lml ki Iehet
szdmitani it,-et, mint o tohbi w-nak meg a ¥ értck-jeavnek az eayszeri
tiigevényét. Legyen, hogy tényileg kiszdmitottuk. Kitejesését lu-]ytlont—
siik be (1) bhe. Fz megtortényven, (1) baloldalad, mint oy, oy, .. 10,y &3 )
egyszertt fliggvényei jelentkeznek. Most osszuk dt mindegyik eayen-
lotl('nw'r(t ) egy utllmtn].m.l]\ az absolutus  értékével, ha nem zérus az
illetd egyutt‘h.lt«). Ez is megtirténvién, a & wv\nttlm(nm vagy +1, vagy
—1, vagy 0 a baloldalakban, mihez ké ‘pest igy jelentkezik a rendszer :

q ¢ —
| iy =0, Mp=0,>0, .,
() 1‘15(),,>U, rs=0,,">0, ..,
C —
— Uy, = /1>II —‘]'—l—(b:““>’1), s
. =
a hol a p, g, r mennyiségek aty, 1y, .., 1,y egyszerd figgvényei. és a
0 jegyek jelentése csak annyiban kiilonbizik a réei 0 jeovek jelentéstc-
JHDL 8 o JE. .
wl, hogy positivas dtosztdsok torténtek, és hogy az Gj sor-rend dltaldban
mis, mint a régi.
Ez a rendszer a9 jelentményére val tekintettel acquivalens a
régivel (1), mert abbol szdrmazott, és mert beldle viszont azt lehet
szir lldét.ltl]l
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Mir most a (2) szerint cunek a rendszernek is minden meg-
olddsdban

(b) 9>>0.

Az (a) elsd sordban legalibb egy egvenldtlenség létezik, mdskép
lehetne W<0.

Ha kimutattuk, hogy léteznek olyan nem-negativus multiplicato-
rok, a melyekkel megszoroztatvin (a)-han a 0-dk, a szorzatok Osszege

ral ul(\,ntu.u.\, .lkl\nr tételiinket bebizonyitottuk, mert az («)-han 1nrrl.mlt
f-ik részint ugyanazok, mint az (1)-ben foglaltak, vészint positivus
factorokkal vald szorzataik ugyanazok.

4. De most az (@) rendszer helyett egy mdsikat vegyiink tekin-
tetbe, a mely tgy keletkezik («)-bol, hogy abban a it-kat az elsé &s
harmadik sor combinatitjdval elimindljuk, ¢s azutin a harmadik sort
mellgzzik. A kivetkezd rendszert vegyiik tehdt tekintetbe :

Y4y = ”m>" Hpy =b,3>0,

ry=0,,>0, ro=0,3>0, ..
1'1+’1150/;+071>,f)’ 1’1+’1:’;0/’1+012>0’ s e

(

a ‘
y Dot 1 ="p0+0,,>0, Pt =0pat0,,>0,
{

N R )

Fz mis egvenldtlenségi rendszer, mint az el6bbi, de vildgos, hogy
<Zi'lk\c(rkcp(\u l('l]('~ul az elébbinek minden megolddsival. A mellett pe-
dig ennek is minden megolddsdiban

(b V>0,

Tegyiik fol ugvanis, hogy cbben a rendszerben ¥ lehet negativus.
Mikor negativus, akkor .\/u]\w'rl\( 'pen minden p positivus, ma\kvp az
elsd sor nem dllana meg. Lc‘rvou mar most, hogy egy lehetséges posi-
tivus p-értékrendszerben nines kisebb p-érték, mint p; értéke.

Akkor még a —p, értéket is folveheti ¥, és fgy irhatd p, =— —
De ha (a) alatt a harmadik sorban p, helyett mnulmmtt beirjuk a
—9 jegyet, akkor az (a) rendszer harmadik sordt kapjuk, minek folytan
teljestilnic kellene az egész (a) rendszernek is, mert t. i. az egész ()
belefoglalodott az (') vendszevbe azdltal, hogy a két vendszer harmadik
sora egyezOvé valt. Azonban az (@) rendszer nem engedi, hogy a )
negativus legyen. Kovetkezgleg az (a) rendszer sem engedheti.

Lbbol egyszersmind az is kitidnik, hogy lehetetlen, mikép (a)-
ban egyszerre minden p>>0 legyen, és («')nak ez a tulajdonsdiga fog
benniinket czélhoz segiteni.

H. Az 1, () 1‘011(1\701'nek azokra a megolddsaira forditsuk figyel-
miinket, a melyekben egy p sem negativus, a melyekben tehdt
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1 >0, 1'9>U e
P >0, Pt 3’) .
Pt >0, Py qs_,>~(),

i »n>0, 1
(a) {I

Ebben a subordindlt rvendszerben legaldbb is egy p csak zérus
lehet, mert kiilonben valamennyi p lehetne egyszerre >>0, mint (II11)-
bol kitinik. Mér pedig épen az imént littuk, hogy ez lehetetlen.

Legyen, hogy ilyen p a p;, vagyis, hogy p; esak =0 lehet az
(a)y rendszerben. Akkor (@), minden megolddsdrol 4llithatjuk, hogy
abban

(b), —P1 >0

Mdr most tegyiik f6l, hogy #—7 vezérmennyiség esetére 4ll a
bebizonyitandé tétel. Akkor ()o és (b), esetében 4ll, mert minden
P, r esak n—1 vezérmennyiség fliggvénye, t. i. wy, vy .., u,_1 egy-
szeri fiuggvénye.

Igy foltevésink értelmében kell létezniok olyan nem-negativus

multiplicatoroknak, P, ¢, I, hogy

—Di=Dyp+Pypyt .
+Ryr Ryt .
QP ) Qe (PrHge)+ .
l Qa1 (Paty) + QoslPat )+ -
S s

(¢

6. Ebbol pedig kivetkezik, hogy n veaér- mennyiség  esetében is
41l a bebizonyitandd tétel. Ugyanis kovetkezik belsle, hogy (1) és (2)
esetében is 4ll.

Ennek a folismerése végett szorozzuk meg (a) alatt az elsd sor-
ban az elsé identitast F+1 mennyiséggel, a mébsodikat Py-vel, a
harmadikat P;-mal sit., a mésodik ~mlmn az els6 identitast Ll-wvel
a misodikat Io vel, sit., a harmadik sorban az els§ identitdst ) ,-gvel,
a misodikat Ql., vel, sit., sit. Azutdin ezeket a szorzatokat adjuk dssze.

Az GsszeghGl azok a tagok, a melyek a p-ket, ¢-kat, r-eket, mint
factorokat, tartalmazzik, (¢), kovetkeztében kicsnek, és e modon a
kovetkezG azonossdig 41l els:

(L+Py+Py i . ) d=(1+LP)p+ PO+ ..
+R 0, |+1m(),21~ ..
(t’n(‘)fx‘6/1)+()10(()/1+()1>)+ .
+ sy (0 6,1)+ )2,(6,,% N
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Ezzel a & Ggy van kifejezve, mint az (1)-hen jegyzett -4k cgy-
szerii fiiggvénye, a melyben az egyiitthatdk nem-negativus multiplicato-
rok, mert az itt szevepls 0-dk ¢és az  (1)-ben lévok részint egyesdk,
részint positivas factorban kilonboznek a 3. czikk-rész tanusdiga szerint.

7. De mar most a kimondott tétel be van bizonyitva, mert egy
vezér-mennyiség esetére kozbotlendl beldthaté annak a helyessége.

V. Az egyszerii aequatiok és inaequatiok alaptétele.

Legyen most, hogy az w vezér-mennyiségek érték-tartomdnyd-
nak a megszoritdsdra nemesak egyenlitlenségek, de egvenletek s
= (=R & ’ o/
szolgdlnak :
Agntdss s A n,=0,=0,
Agyg Aot ol =0,=0,
(1) A v A gt ol =0 =0,
Aty + Attt A Ay, =0, =0,

L I |

¢s ezek minden megolddsdban teljestljin
(2) Ajug+ A, o+ A, w,=0=0.

Ekkor a (2) alatti inaequatiot az (1) alatti rendszer kivetkezmé-
nyesének nevezzik.
Az ide tartozd alaptétel fgy sz01: léteznek olyan nem-negativus

A mennyiségel, éx olyan A mennyiségek, az w-ktdl taggetlenek, hogy
(3 V=204 05 b0 AN 0N L

Ennek a tételnek a bebizonyitdsa egyszerd mddon alapithaté az
elobbeni tételre.

Az egyenleteket fejezzitk ki két-két  ellentétes egyenlGtlenség
segedelmével, mihez képest fgy jelentkezik a rendszer :

H,=0,
U 1=0,

—{)’I =),

Minthogy most csupa egyenlotlenségek  vanmnak a rendszrben,
alkalmazhatt az  elobbeni tétel: kell létezniok olyan nem-negativus
multiplicatoroknak, 2, jt, v, hogy
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=20, +A.0,+ . .
0 Hpat ot
=V b vty — . .,

két-két tagot Osszevonvdn :

P=2,0,4+2.0, . .
(V) (=)W . .

Itt a 6 figgvények multiplicatorai nem negativusok, de a
fiiggvények multiplicatorai lehetnek negativusok is. & mellett mindkét-
féle szorz0k fiiggetlenek a vezér-mennyistgektol. Tényileg helyes tehdt
a (3), alatti identitas. Részletesen kifejtve

Ay =0 A 0 Ayt o AN A AN Ayt .
Ay=Xidis s A0t . AN A g A N Ayt . .

(3)2] S B E H e t e s tm .
Au =Xy Ay hy A . AN, AN A gt

{

Ha a (2) alaiti inaequatio ellentétese is kovetkezményese az (1)
alatti rendszernek, vagyis, ha a

—Ajuy —Aus—. —Au,=—9=0
egyenldtlenség is teljesiil a rendszer minden megolddséban, akkor az
Ayt Ay + . +A4,u0,=9=0

egyenlet is teljesl a rendszer minden megolddsiban, minek megftelelGen
a rendszer kivetkezményes egyenletinek vevezziik. Vilagos, hogy ennek
az egyiitthatdi (3), modjdra oly A egyiitthatokkal is kifejezhetsk, a melyek
nem-positivusok.

VI. Egyszerii relatiok dsszefoglalasa.

A (3), alatt 1év6 jobb-oldalok a A nem-negativus multiplicatorok
és a X" multiplicatorok alkalmas megvélasztisival brmely kivetkezmé-
nyes inaequatio vagy aequatio egyiitthatéit szolgdltathatjdk, mert minden
kivetkezményes inaequatiohoz és aequatithoz léteznek olyan A nem-
negativus mennyiségek és olyan A’ mennyiségek, fiiggetlenek a vezér-
meunnyiségektdl, hogy egyiitthatsikat a (3), alatt jegyzett kifejesések képe-
zik. Ha tehdt (3);-ben a A multiplicatorokat hatdrozatlan nem-negativusok-
nak £ a 2" multiplicatorokat teljesen hatérozatlanoknak fogadjuk el, akkor
a (3), alatt 1év6 kifejezések az Osszes létezhets kovetkezményes inae-
quatitk és aequatifk egyiitthatoit magukban foglaljik. Ezek kozt maguk-
ban foglaljik az adott (1) alatti relatiok Gsszes egyiitthatdit.
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De miésféle egyszerid fuggviny cgyiitthatdit nem is tartalmazza
(5)g, mint esak az olyanéit, a me]v az (1) alatti rendszer egyetlen meg-
olddsdban sem negativus, mert

Ay gt i, =R 00,4 N AN

ez pedig (1)nek minden megolddsdban >U ha nem épen esak =0

’
egvezoval (1)-nek egvetlen megoldisdban sem negalivus.

Mindezeknek és esuk ezeknek az (‘gyul,t]mtul\ndl\ a parametrumos
kifejezéseit foglalja magdban (3),, a mualtiplicatorok, mint parametru-
mok, révén.

Nem kiilénben a (3), jobh oldala, hatdrozatlan nem-negativas A
multiplicatorokkal  és teljesen hatérozatlan A multipli("ttumk]"\l viéve,
osszefoglaldsa mindazoknak  az egyszeri togevényeknek, és csak azok-
nak, (un(‘lvvl\ >0 tétetvén, az adott relatio-rendszer kovetkezmdényeseit

szolgdltatjik, a mvlv« k kozé a rendszert alkotd  relatiok is tartoznak.

VIl. Egyszerii relatio-rendszerek parametrumos megoldasa.
1. Legyen ismét

At ottt A0, =20,
Aoyt idygttat. Ay 0,=20,

A b d g+ A ' 0,=0,
Aspitg+ A pong 4 Ay, =10,

i
Joooe e e e e e e e e e
i
(

egyszeri relatio-rendszeriink.

Most a kivetkezs problemirdl lesz o s26 @ Ggy hatdrozni meg az
w  vezér-mennyiségeket, részint tetszés szerinti nem-negativus, részint
egészen tetszés szerinti 4j mennyiségek, parametrumok, egyszerd figg-
viuyeiként, hogy ezekkel a figgvényekkel a rendszerben elGforduld
relatiock mind identicus maodon teljextiljenek, ¢ ezeken kivil még esak
a rendszer tobbi kovetkezményesei teljestiljenck identicus mddon, mds
cgvszerid relatiok azonban nem.

A problema mindig megoldhato.

2. Irjuk ki (1)-bol az egvenleteket, a melyekrdl foltesszitk, hogy
az egymdstol ftigeetlenek szdma kisebb mint . Azonkivdl irjunk ki
(1)-bol anuyi egyenldtlenséget és  olyanokat, amennyinek, illetéleg
amelyeknek, a bal oldala mind fiiggetlen egyméstdl és az egyvenleti bal-
oldaloktdl. Tegyik fol pedig, hogy oly sorrendben kivetkeznek egy-
mdsutdan (1) alatt az egyenldtlenségek, hogy a I elsé egvenldtlenség
megfelel ennek a czélnak. Az egyenletek szdma legyen i Kiivjuk tchit:
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A”nl«}-A 1Mot '+Alil“r120
"{"“”1 FAL’Z”:H— . .+A:u'(ui()
; Au" +: 1,1 U+ . -lul/m"u—— ()
. Ayt -4 Aty =0
e £ 1+, =
“1,‘-’-1“1>}~‘4’l,‘."_’”2 +d ."].’:I[”‘ g =0

Ay A it . +A inlla =0,

Egyeldre csak erre a rendszerre vonatkozolag térgvaljuk a  pro-
blemdt. loleked_;unl\ Ggy hatdrozni meg az u-kat részint tetszés szerinti
nem-negativus, részint egészen tetszés szerinti parametrumok egyszerd
figgvényeiként, hogy ez a rendszer Onként teljestljon ¢és csak ez és
kovetkezményesei. Miutdn ennek a foladatnak megteleltink lesz, (1)
hitralévs részébe bevezetjitk az « mennyiségek helvett a (2)-nek eleget
tévé parametrumokat. Ez dtalakitds utdn (1) lmtmle\u része .lcqmvnl(*n.s
az egész (1) alatti rendszerrel, mert (1)-nek (2) alatti része mér tekintethe
an véve a parametrumok dltal, és esak ez és kivetkezményesei. Azutén
tehdt mdr csak az a foladat vér rednk, hogy tgy hatirozzuk meg a
bevezetett parametrumokat, részint tetszés szerinti nem negativus, részint
egészen tetszés szerinti j parametrumok egyszerii fiiggvéunyei gyandnt,
hogy (1)-nek hétralévs része, és csak ez 6s kivetkezményesei, dnként
teljestiljenek.

Hogy legkdzelebbi czélunkat elérjiik, e véghtl tegyiik azt az ésare-
vételt, hogy a (2) alatti rendszer aequivalens a kivetkezivel :

*

SA.;(),

Ayt A0, =5,

Aty dygrmg+. Ay 00,=8,
2t Al.lll]—lnl“ll.: (O P

A+ A g+, A 0, =0,
’ 1 y.
A+ Aottt A 0, =0,

A'ju + A g+ A 0, =0,

Ttt & szdmi egyszerd egyenldtlenségiink &s ki szdmi egyszerd
egyenletiink van 244 szdma vezér-mennyiség kozott. Tegyiik fol, hogy
az egyenletekhl osszesen h szdmi u szémithato ki, mint a tobhi, (u —1)
szdm, w-knak és az s-eknek a fiiggvényei. Ha az egyenletek bal oldalai
mind fiiggetlenck egymdstol, akkor 2 =/+i, kiilonben h</k-+i, és minden
esetre h==n és h=k. A kiszémitott « mennyiségek kifejezései, a melyek
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a tobbi w0 mennyiségek éx az s-ek  egyszerd figgvényei, méris jelen
toladatunknak megtelels parametrumos kitejezések, a mennyiben t. i.
azok a tobbi . mennyiségek  egészen  tetszésszerinti, az s-ck pedig
nem-negativus  tetszésszerinti p.u"unotrlunnlnt jelentenek. Ugyanis a (2)
al.llt.fnglalt egvenleteket identicus  madon kielégitik, mint olyanok,
a melyek a (2)- Shen 1évi sszes ecymdstol figgetlen ou\vnl(-!vl\lml nye-
rettek ; de még csak  azokat az cgyenleteket (‘1(-§_r|lhol.ll\ ki, a nuhvk
ezek minden 1negnlnlz’ls:’mlmn teljestilnek, mert birmely ezektdl figgetlen
egyenlet kovetkeztében megszoritis ald kertdlne a parametrumok eddigi
tetszésszerintisége, a melyek szdma  ¢pen akkora, mint az s-ek &8 az
Osszes u-k o szdmdnak  meg a (2)-hen egymdstol  fiiggetlen  egyenletek
szamdnak a killonhsége.

Llintézésre viir még az a tovibhi kivetelés, hogy az s-ek &
a még fonmaradt -k dgy fejestessenck ki tetszésszerinti nem  nega-
tivus &8 eglszen  fetszésszerinti 4j  parametrumok  egyszeri@ fliggvényei
gyandunt, hogy (Dnek hitraléva vésze is onként feljestiljon, éx esak
ez s kovetkezményesci.

A hitralévi rész o kivetkezd

A'lk—{— 1,10 *’Al'—{vl,'l"-_"l’- -+flk o ’ll/z(h
/1[- AU +;1A.+.-'~_:H.:+. JrA/ +2,n ”,,2“.

Beirvin ide a 7 oszdmid o helyett a parametrumos  kifejezéseket,
esakis az s parametrumok fognak a haloldalokban helyet toglalni, mert
ezek a baloldalok a (2)-hen 1évi baloldalok egyszerii fiiggvényei az
clizetes foltevés értelméhen, és igy  egyittal a (2)'-ben tmrl.\lt jobb-
oldalok egyszerii figgvényei, s ]\o\'eﬂ\e/.nlvg csak az s-ek fliggvényei.

Iey abehelyettesitések utdn ekképen jelentkeznek a hitraléva relatiok :

I"“Nl‘f‘l,;l._,ﬁ'._. o rﬁll..\'/{\‘ ()
Dyysi+ 1D s,

Az a foladat vir most még rednk, hogy olykép fejezzitk ki az
s-cket, mint 4 parametrumok egyvszerii fiiggvényeit, hogy a (3) alatti
egyenldtlenségek mind hl](’\lll]ellt‘ , de esak ezek Gx lwvotl\(/.mvn\(wml\.

Innek a kovetelésnek a teljesitése végett pedig foglalkozzunk
elébh esak a (3) alatt 1év6 egyenlitlenségek vlw]o\'ol hozzdja esatolvin
azonban az s-ek negativus voltdt tagadd inaequatiokat is. Mds szdval
egveldre cxak .1|\]\(p iparkodjunk meghatdvozni as s-eket 4 parametru-
mokkal, hogy a () alatti elsG eu\eulotlem ég &s az s-ek negativus

voltdt tagadd egyeulGtlenségek t-el\]e.sul_]ene]\, és mdsok, mint ezek és
kivetkezményeseik, ne. IEgyeldre tehit csak
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[

4 l By 15,4 Byase+. A Biusi=
(4) | 8,=0, §=0,.. .\1.2“

’ ’

egyvenlitlenségi rendszer parametrumos kifejezésrél leszen szd.

Ha itt egyetlen I sem volna negativus, akkor nines tenni vald,
mert akkor (4) elsd egyenlitlensége a tibbive vald tekintettel dnként
teljextil, kovetkezményese a (2)" vendszernek.

De tegyitk £6l, hogy vannak a [3 egviitthatok kozott negativasok
i. Legyen pedig, hogy tgy vannak megvilasztva az indexck,  hogy
a v oszdmoelsé I opositivas, aposdmi Kovetkezd 3 negativus, o tobbi
D ozérus:

Biy=Pis, Bu=P0, .z Byy=»F50,
Byyp1=— <0, B ,p=-0:<<0,.. DB ,p,=-—0,<0,
])'I 4 =10,

vt e N R E R RN
Jeloléseink megegyeztetése vogett ivjuk egvittal s, s,, .., sy helyett
P Doy o Py 688,000 8,00 - 00 Sy helyett ¢y, ¢,, . -, Uy

s

Ehhez képest a (4) alatti rendszer fgy van:

Pipyt Popyt o AP~ (i +0atts - - (1’“’1“ >0,
1 =0, Pa=>0,. ., P20,

(
&) 4
{ 06>0, >0,.. ¢, >0,
a melyben minden P és minden @ positivas egyiitthato.

. Azt aczélt akarjuk most e'dérni, hogy gy legyvenck meg-
atdrozva a p és g mennyiséeek  Gjak  egyszerd fiicovényel oyandnt,
hogy a ()" identicus madon teljesiljon, és csakis ez és kivetkezményesei.

\”ll]lll\. hogy elérjitk ezt a kettGs ezélt, ha azt irjuk, hwr\'

Pypy=rytrytrgt. ATy
LPopy=rgtry, 175,44 Ty,
_ .Pv])v =rvirvittvat. Ay,
b} i <
®) = ratrat. Ay,
oty = Vyg tPugt. APy,
Qnyp= 1',1L+I'2”+. A,

¢s kikotjik, hogy minden » tetszésszerinti nem negativas mennyisiget
jelent.
Hogy ezck a kifejezések identicus modon  tetjesitik a (4)" rend-
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szert, azt konnyd beldtni. I véghdl esak azt kell szem elGtt tartani,
hogy minden P és @ positivas, &5, hogy a (4) elsé egyenlitlenségének
a baloldala behelyettesités nyomdn az

R S

Osszeghe megy dt.

Az a kérdés 8l azonban még elénk, hogy esakis a (4)" rendszert
& kivetkezményereit  eldgiti-e ki az (D) alatt  jegyzett parametrumos
rendszer? Ki fog derilni a legkdzelebbiekbdl, hogy igenld vdlasz jir
erre a kérdésre is.

Foglaljuk  6ssze  hatdrozatlan nem  negativus  multiplicatorokkal
cgy cgyenlGtlenségbe a (4) rendszert. Ha rendve o, m, m, . ., Ty, i
Yoo - - o ezek a multiplicatorok, gy az dsszefoglald  egyenlGtlensée a
kivetkezd

| (T b Py (T + 200y b ATk Pus)put
) |+ i (o= Quo)pat. (Y Qno)yn=0.

Mivel ez magdban foglalja a (4) renlszer dsszes egyenlitlenségeit
s Osszes tobbi ]\owlke/,nwuve~01t gy arrdl kell memryo/,orluunk, hogy
(H)-hil esak olyan egyszeri egyonlnt.len.\ug kivetkeztethetd a p &s ¢
mennyiségek kozott, a melyet ennek az Osszefoglald  egyenldtlenségnek
az alakjira lehet vezetni, vagyis, a melynek az egyiitthatéi oly mddon
fejezhetdk ki, mint ennek az cgyenldtlenségnek az egyiitthatoi, t. i
nem  negativus ¢ mennyiség  és nem unegativas 7w és y mennyiségek
kozbenjardsdval.

Alkossunk  (D)-hdl  hatdrozatlan ¢ &s ¢ egyiitthatokkal egy

egyszerd inaequatiot :

| e Pt Papst i i Pupyt
( | oY, Qatet. Aduupp=0,

illetéleg, az r-ck segélyével fejezve ki,

P TPt APt
(1t Py HP ) gt A (Pt dp) rypt
+(%ps ¢ Q‘l)"zx‘F((Pz'-' '*]’2)"22'*’- -+(35':+’<I)u)"2l-l+
o & @ % % 8 @
(vt )7v ri—’-l) Poate Ayt dp)rp =0.

Minthogy minden »r egészen tetszés szerinti nem-negativus lehet,
ennélfogva az utdhbi v'rvenl(mlvn\ o bdrmely nem-negativus » értékek
mellett koteles megdllani. Ihhol iol\'ulw szitkséglképen minden egyiitt-

hatdja vagy positivus, vagy zérus, cgy sem lehet negativus:
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( @ >() >() , ,,“'>0‘

‘ Gth>0 G >0, ., pEh>0
(8) 1 P2ih>00 guid >0, >0
l ’T”‘v':*"]J(>”» T?.,'P":)._->“_ R '-I)il>”-

Spen azért, mert ezek az egyenlGtlenségek  kotelexek a g és
ceyiitthatok kizt érvényben lenni, a mi tetszésre képezett egyenlGtlen-
ségiink (7) suitkségképen a (6) alatt szerkesztett  Osszetoglald egyenlit-
lenség alakjira vezethetd, vagyis a6 multiplicator s a © é 7 multi-
plicatorok, mint nem-negativasok, \/ul\\v'rlwlwu meghatirozhatok ey,
hogy a p-k & -k factorai (G)-han és (T)-ben egyezzenck, hogy tehdt
legyven

Py =n+P5, P.;o..;-fz..l. Pys, .., Pogi=rvils,
Wby =Y~ Qb =720 - . Qubi=3p—@us.

Timek a kideritése vigett kiﬂ«"»nl;i‘vzl‘('ssi]uk meg két esetet: ast,
hogy cgvetlen § sem negativus, & azt, hogy van olyan @, ezy, vagy
tobh, a mely negativas, vagy mind negativus.

Ha covetlen & sem negativus, akkor 6=0 tevése dltal szitkeéy
képen beteljerednek  ezek az egyenldsigek. 192 dltal ugyanis a kivet-
kezokbe mennek ét :

Pcp, =T, b2 2Ps = Tay « .y ’,)v’pv:Tiv,
by =71 Wbe- 7: AL

mér pedig  lehetnek  olyan nem negativusok a © &y mennyistgek,
hogy ezck az « m\vnlnw«f«l\ megilljanak, mert minden P & () positivus,
tovabba (8) elsd sordbdl folydlag egy ¢ sem negativus, (-s abban a
megkiilonbiztetett esetben, o melyrdl most van a szd, cgy  sem negativus.

Most vizsgdljuk a misik  Tehetdséget, vagyis o midsik megkiilin-
hiztetett esetet, a melyben legaldbb egy b negativas. Ebben az escthen
legyen, hogy fgy vannak megvilasztva az indexek, hogy &, negativus,
még pedig  akkora negativas, hogy kisebh  d-értek nem fordal eld,
vagyis, hogy a tobhi § értékek vagy positivusok, vagy absolutus mekkora-
sde szerint kisebbek,  Akkor s=—1J; tevése dltal  szikségképen he-
vilnak kivdnt cgyenloségeink. Mindenek elGtt vegyiik észre, hogy -
nak ez az értéke nem mond ellent o természetének, vagyis annak a
ora kivott megszoritdsnak, hogy ne lehessen negativas, mert —,
positivus. Izt mdr tudvin, helyettesitsitk he az Oj_r_\'(nluwg( ‘kbe 5 helyett

a —, értéket. A tagoknak Kiss¢ mdés elrendestsével azt taldljuk, hogy

Wyt =my, Palpstd)=m,, . o, Py(ps ) =7,
Q(h =) =71 (t)z('-l):"-pl):'/,-:---.v ’()!l['#zl“"px):'/.ll-
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Ezek az egyenl6ségek is kielégithet6k nem-negativus = és y
értékekkel, mert minden P és @ positivus, tovdbbd (8) els6 oszlopa
szerint a @ +,. sth. sszegek egyike sem negativus, és abban a meg-
kiillonbiztetett esetben, a melyrsl most van sz6, a ¢, —d,, by—b;, stb.
kiilonbségek cgyike sem negativus a miatt, hogy a ¢, negativus érté-
keknél kisebh ¢-érték nem forddl el6.

6. LAtjuk tehdt, hogy tényileg — mivel minden r tetsads
szerinti nem-negativus — akdrmiféle egyszerit egyenldtlenséget alkossunk
a p & ¢ mennyiségek kozitt, az (D) alatti kifejezdések rendén szitkség-
képen oly egyenl6tlenség az, a mely a (4) inacquatio-rendszer kévet-
kezményese. (Ugyanez 4ll bérmely, az (5) szerint alkotott egyszerd
egyenletrsl, a minek a beldtdsa végett csak az egyenleteknek ellen-
tétes egyenlStlenségek képében vald kitejezhetsségére kell gondolnunk).

Ha mér most a p &és ¢ mennyiségek, vagyis az s mennyiségek
helyett ezck r-es kifejezéscit (3)-ba  behelyettesitjitk, akkor ebben az
elst cgyenldtlenség, valamint az utolsé sorban jegyzett egyenl6tlenségek,
inként teljesiilnek, ¢s csak ezek, ¢s kivetkezményeseik, és épen ezért
a még (3)-ban fonnmaradd egyenl6tlenségek rendszere acquivalens az
eredeti, (1) alatti rendszerrel. De ez a fénnmaradd rendszer mar k+i
¢s még egy relatioval, dsszesen k+i+7 relatioval kevesebbet tartalmaz,
mint az eredeti. Hozzd jegyestetvén az r-ek nem-negativus voltdt kove-
tel6 egyenl6tlenségek, olyan rendszeriink van, mint (3), de ez mér
egygyel kevesebh polynomiumos ecgyenlétlenséget tartalmaz, miat (3).

Ennek a pelynomiumos egyenlGtlenségei kozil egyet ugyan-olyan
médon  fejezhetink ki Gjabb paramatrumokkal, mint ecselekedtiik a
(3)nak az egyik polynomiumos egyenlGtlenségével sit., mig a polyno-
miumos egyenl6tlenségek el nem fogytak.

A legutoljira alkalmazott nem-negativus parametrumok és n—=7h
szdmit w, amazok mint tetszésszerinti nem-negativusok, emezek, ming
egészen  tetszésszerintiek, gy fejesik ki az Gsszcs u-kat egyszerd figgve-
nyekil, hogy az (1) alatti relatiok, és csak czek ¢és kovetkezményeseik,
identicus madon teljesiilnek.

Lbb6l az is kiviliglik, hogy minden egyszerid relatio-rendszer
folytonos érték-tartoményt ré ki, a vezérmennyiségekre. Ezek bérmely
Crték-rendszeréh6l birmely mds érték-rendszerébe folytonos véltoztatd-
sukkal lehet eljutni.

VIIl. Egyltthaték vonatkozésal.

Tegyiik fol, hogy megoldottuk mdr parametrumosan az (1) alatti
relatio-rendszert. Még pedig legyenek a tetszésszerinti nem-negativus
parametrumok vy, vy, . ., és az eglszen tetszésszerinti  parametrumok
legyenek 0y, w,, . ., tgy, hogy a. parametrumos megoldds érték-rend-
szere ez :
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My =B+ Pratat AT H
1y = [lay 0y +Pag ot o o AV a1 01 HYug 00t -
Birmelyik egyenlGtlenséget szemeljitk ki (1)-bol, ha o'ryi'ltthut('xi-
val ¢ parametrumos Kifejezéseket vendre megszorozzuk s azutin Gssze-
adjuk, a jobb oldalon szitkségképen nem negativus hatdrozatlan érték
1ép fol; ha pedig egyenletet szemeliink ki (]v)—hul, bérmelyik h'gyvn
ix az, egy utthatmval megszorozvin s aztdn Osszeadvan  ezeket a para
metramos kitejezéseket, az eredményes jobb-oldal szitkségképen eltmnl\.
Ugyanez 81l a rendszer birmely mds kdvetkezményes egyenlGtlensigé-
ml, illetdleg egyenletérdl is, mert a parametrumos kifejezések csakis a
rendszernek eleget tevi wu-értékeket szolgdltatnak. Viszont, ha, egy =0
vagy =0 alakl egyszerd relationak az egytitthatoival szorozva éx aztdn
osszeadva, parametrumos kifejezéseink nem-negativas hatdrozatlan érték-
hez vagy zérushoz jutndnak, akkor az a relatio suiikségképen kivet-
kezményese a rendszernek, azaz a rendszer minden  megolddsiban
teljestil, mert a parametrumos kitejezésck a rendszer minden megoldd-
sit magukban foglaljdk. Mivel a rendszer minden kivetkezményését
szitkségképén identicus mdadon  Kielégitik a parametrumos kitejesések,
fey, ha ez az egyenlGtlenséy:
Apg+dgg s L =0
kivetkezményes relatio, akkor minden nem negativis ¢ & minden
érték mellett fondll.
Irjuk be az u-k helyett azok parametrumos kifejezéseit. A vezdr-
mennyiségek szerint végezett rendezés utdn
(s Bratdsfaq+ o oyl BratAgPogt . ot
Ayt dyra b et v bdayant . gt

Ez teljesedik, bdrmely nem-negativusok legyenek a r-értékek,
¢s barmik  legyenek a rw-trtékek. hl»lml pedig az kivetkezik, hogy
minden v egyitthatéja nem-negativus é& minden w0 egyiitthatdja zérus.
Kittinik ez, ha egy v parametrumot positivusnak s valamennyi tohbi
parametrumot zérusnak tesziink meg, ¢ ha egy w0 parametrumot egy-
szer positivusnak, egyszer negativasnak s mindké esetben valamennyi
tobbi parametrumot zérusnak tesziink meg.

Exzerint a kivetkezményes egyenlGtlensée egyiitthatoira a kivet-
kezi hatdrozott relatiok szabddunak ki:

ijll‘{1+l""l‘ 2t ‘@,,141,,-—-\:,"),
[rad +[J,‘,411+ AP Ay==0,

. . .

(
* I -(1,,1 +T,,]4L.. A dn=0,
\

o.ul »'+‘ . "(”24‘111 = 0,

L T
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Ezek a hatdrozott relatick a saziikséges és elégséges foltételei
annak, hogy valamely egyszeri egyenldtlenség kiivetkezményes relatio
legyen. Nem csak szitkséges, de elégséges foltstelei is, mert azéltal,
hogy, rendre nem-negativus v, v,, . . hatdrozatlanokkal és w0, w,, . .
hatérozatlanokkal szorozva, dsszeadjuk Gket, kovetkezményes relatiGhoz
jutunk, amelynek az egyiitthatéi A;, 4,, stb.

Természetesen aequivalensek ezek a hatdrozott relatiok az (V) ezikk
végén (3), alatt jegyzett multiplicatoros egyenletekkel, a melyek kozos
parametrumos megolddsukat képezik a A nem-negativus multiplicatorokkal
és a A" multiplicatorokkal, mint parametrumokkal.

Ami a > alatti relatidink kozt 1évG egyenletek szdmét illeti,
egyenlet annyi van, ahéiny az egészen tetszésszerinti w parametrum. De
tudjuk, hogy hiény ilyen parametrum van: aunyi, a mennyivel tébb a
vezér-mennyiség az adott rendszerben, mint az egymdstél fuggetlen bal-
oldal. Ekkora tehit az egyenletek szima is.

Ha az w mennyiségek parametrumos kifejezéseiben minden v
parametrumot zérusnak irunk, akkor a kivetkezményes egyenlGtlenség-
b6l a behelyettesitések utdn csak az egyenleteket kaphatjuk az egyiitt-
hatok szdmdra. De minden egyenletet megkapunk. Azonban, ha minden
v parametrumot zérussi tesziink, akkor az el6bbi ezikk (2)" relatidiban
minden s-et zérussd tettimk egyszersmind, mert ezek az s-ek a w para-
metrumok egyszeri iumrveuvell\cnt fejezodnek ki. UO'v is eljuthatunk
tehdt a l\uvotk(vmeuve\ egyenlitlenségek egyiitthatoit megilletd eg gyen-
letekhez, hogy adott relatio- remla/.eluul\beu, (1), minden bnl oldalt zérus-
sal egyenlitiink, puszta egyenlGségi rendszerré véltostatjuk 4t az adott
relatio-rendszert, mert minden benne foglalt bal-oldal a (2)'-ben foglal-
tak egyszer( fiiggvénye. Egyittal pedm mir a kivetkezményes egyen-
l6tlenséget is egyenletté¢ viltoztathatjuk dt, azaz bal-oldalit =0 tehetjiik
a nélkil, hogy az egyiitthatéit megillets egyenlet-rendszer ez dltal meg-
misulna, mert a melv w értékek ]\lt‘l(‘"ltll\ a fingdlt egyenl@ségi rend-
szert, azok ellentétesei is kielégitik, mluclmgva, ha ennek az egyenldségi
rendszernek minden megolddsdban,

Apg+-Agug+ . =0,
igy mindben

— Ay, - Agu — .. =0,

,

's egyszersmind tehdt mindben
Ayug+Agug+. . =0.

Igy, a mennyiben egy relatio-rendszer kivetkezményes inaequatioi-
nak az egyiitthatdit 1lletole«r csak az egyenleti foltételek ismeretére
volna sziiksegiink, ebben a .\.pecmha esetben a relatio-rendszert fictiGval
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egyenlGségi rendszerré véltoztathatjuk dt, és egyittal kivetkezményes
egyenlGtlenségek helyett kivetkezményes egyenleteket tarthatunk szdmon.

Mihelyt azonban a kuvetl\(r/,nwnyen inaequatiok egytitthatoinak
egvenldtlenségi megszoritdsdt is osmerntink kell, mér ez a fictio nem
alkalmazhato.

IX. T6bbszérés relatio-rendszerek.

Legyenek
r r
Bl17 ”12!"! “ll’ 0 12y * ¢
’ ’
H21’ H22"') U21’ 022:--
az Uy, Uy, .., ¥, mennyiségek egyszeri fluggvényei, és az w veuslr-
mennyiségek mindazokat az értékeket folvehessék, a melyek kielégitik «
~ = v ro_
Oy =0, Op=0,.., 0y =0, V;y=0,

relatio rendszert. Mindazokat az értékeket is folvehessék az w mennyi-
ségek, a melyek kielégitik

r r
Uy1==0, Upo==0,.., by, =0, Vy,=0,
relatio-rendszert. Mindazokat is, a melyek kielégitik

0y,==0, 055=0,.., 03,=0, B5,=0,..
rendszert. Sit.
Az ilyen relatio-rendszerek Osszeségét tobbszoris relatio-rendszer-
nek nevezzitk. Az elsd relatio-rendszer parametrumos megolddsa legyen

r or ' ’ ’ A .
'y =40 TN G L T
’ o4 ’ ar ’ ’ H et s
Wo =Py +aa Myt e oY o1+ natla .

A misodik relatio-rendszer parametrumos megolddsa legyen

PO o1 { arr v, 7 R g

Wi=P 1 1P 10l ot Y 1110 L BY 1200 oF. .
rn arr r sS4 ” " ’» " s

Uy =" 1B e et Y o 107y att o

L T R R

sft., ahol a » mennyiségek tetszésszerinti nem-negativasok, a 70 mennyi-
ségek pedig egbszen teth/ew/ermtlek
Oly vltulembeu Osszetartozd  rendszerek ezek, hogy az . vexdr-
mennyiségek mind az o', mind az «” sth. értékeket folvehetik.
Most tegyitk fol, hogy létezik olyan egyenldtlenség,
A+ At . A A 0.0,

a mely mindegyik relatio-rendszernek a kivetkezményese. Akkor mind-
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egyik parametrumos rendszer kielegiteni tartozik. Ekként, az el6hbi
czikk utasitdsa szerint, egyiitthatéit a kovetkezd inaequatiok és aequa-
tick illetik meg:

B d B st . . +f 7 Au=0,
Fradi+sadat . . e du=0,
Tudi+Yudst.. +Ymd =o,
Yedi+Y e dit . .47 du=0,

B 11 4B s s+ . 4B Ao,
B oA R g Aot . . +B" e Au=o0,

Y di Y 1 At . .4y m Au=0,
T it s dst .+ e Au=0,
8 TR B B LR W 8 sth.
Ezek az egvenlitlenségek és egyenletek szitkséges és  elégséges
foltételei annak, hogy az A, sth. mennyiségek kozis kovetkezményes
inaequatio egyiitthatoi lehessenek. Ha ezeknek a relatiknak az dsszesége
megengedi, hogy az A, sth. mennyiségek kozil legalabb egy ne legyen
zérus, akkor, ¢s esak akkor, van kizis kovetkezményese az adott relatio-
rendszernek.
Azt kivetelvén az

Ay Ayt .+ A0, =9=0

inaequatiotél, hogy az adott relatio-vendszerek mindegyikének min-
den megolddsival beviljék, egyiitthatéira réttunk ki megszoritdst, a
melyet az imént szerkesztett relatick fejeznek ki. Kozis kovetkezményes
inacquatio hifnydban arra reducélodnak ezek a relatick, hogy A4,=0,
A,=0,.., 4,=0.

Kovetelésiink mds kifejezését egyenesen alaptételiink szolgdltatja,
a mely szerint kell létezniok olyan nem-negativus A multiplicatoroknak,
és olyan A" multiplicatoroknak, az u-ktol fiiggetleneknek, hogy

=100+ A 00,0+ - AN 0 N 0 gt
=hailayHAgalgat . ANy 09 N 0o g0+ . .

L T S T T S R Y
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Kénnyd félismerni, hogy a superpositio tétele egy téhbszoros
rendszer megolddsait dltaliban nem illeti meg, mibal to]vul.ur a tobb-
820108 lell(l\lol superponilt megolddsai 4lt: l]d]) an véve a kove tl\(-mwll\'e~
inaequatidnak sem megolddsai

X. Az alap-tétel kévetkezményes aequatio esetében
Tegyiik {61, hogy a
(’1 EO.‘ “‘.‘E\;’-)v o1y “,l =0, “".'.:01
egyszerd relatio-rendszernek kivetkezményese az
Ayt Agug+ .+ A0, =%=0
egyenlet, azaz, hogy ez az egyenlet a vendszer minden megolddsdval
teljesedik.
Ez a foltevés a kiovetkezG folievéssel helyettesithets: az

A+ Agngt o A0, =9=0

egyenlitlenség teljestl az adott rendszernck és ellentétesének is minden
megolddsdban, vagyis teljesdl a

—0,=0, —0,=0,.. —0,=0, —0,=0o,

rendszer minden megolddsdban is.

Mert, ha az adott rendszer megolddsaiban 9==0, és az ellentétes
rendszer megolddsaiban is 4>0, akkor az adott rendszer megolddsai-
ban egyszersmind —a=>0, tehdt +=0.

Dc ]1‘1 az adott 1e|1(1~/e1 parametrumos megoldisa ez :

=Bttt A0 a0+
'y = oy 1+ Pag Uy +. Y1 10y 4 ag o+ . .
a hol a v parametrumok  tetszésszerinti nem negativusok, a w paramet-

rumok pedig egészen tetszésszerintiek, akkor az ellentétes rendszernek
szitkségképen parametrumos megoldisa ez

Uy =—(B110; #Pratete Ayt HY 005 +. )
'y =—(BortsHPaatnt AYartly aatty b )

L

Kovetkezileg az el6bbi czikk szerint az A, sth. egyiitthatokat
kovetkezs relatiok illetik meg:
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Bri Ay +Ba At AP A =0,
ﬁl‘!“‘l+ [322‘"1:!'}" _-}—[5"2,4”1-_\;()’
T Hyedet. Y du=0,
Tiedi e dat Ay Au=o0,

— (B Ay HPor At Ay ) =0,
- (ﬁl‘i""‘l+[322 A‘.‘-+' ‘+ﬁ”2 AM)E_\‘U’

— (Y11 diHya Aot A1mds) =0,
—(‘(l2A1+T22 ‘42+‘ '+.(n2Au) =0,

ek kieldgitése képesi annak a suitkséges és elégséges foltételét,
hogy a =0 egvenlet az adott rendszer kivetkezményese legyen; vagyis
azok az A, sth. mennyiségek, és csak azok lehetnck az adott rend-
szer kovetkezményes acquativjinak egyiitthatoi, a melyek ezeknek az
egyenldtlenségeknek és egyenleteknek megtelelnek.

Azonban ezeknek az cgyenldtlenségeknek és egyenleteknek az
Osszesége a kovetkezd egyenletekkel helyetesithetd :

Biadi+far dot. AP Au=0,
B12Al+[322 A2+' '+Bug An =0,
Tudi+yadst+. A1 An=o,
Yied i+ e det. AYue Au=0,

I

Hogyha tehdt van kivetkezményes egyeulet, ennck az egyiitt-
hatoit esupa egvenletek fiizik az adott rendszer egyiitthatoihoz, a melyek
t. i. a [ és y-féle factorok meghatdrozdsira szolgdlnak a parametrumos
kifejezésekben. Ugyvanezekhez az egyenletekhez jutunk, ha azzal a fie-
tidval ¢liink, hogy az adott rendszer parametrumos kifejezéseiben nem-
csak a w0 parametrumok, de a v parametrumok is egészen tetszésszerintick.

Foltevésink, hogy ugyanis az adott rendszer minden megolddsé-
ban eltinik ¥, akkép is értelmezhetd, hogy gy a $==0, mint a —¥=0
inaequatio kévetkezményese az adott rendszernek. Izt az értelmezést
az egyiitthatok multiplicatoros kifejezéseinek megalkotdsdra haszndljuk fol.

Ugyanis a miatt, hogy %==0, kell létezniok olyan nem-negativus
A multiplicatoroknak, és olyan A" multiplicatoroknak, hogy
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Ay =0 A A+ AN A AN A+
Ay =0A ;A Aget. AN A a4+ N Al oo+

L

a miatt pedig, hogy —3%=0, kell léteznick olyan nem negativus 0
multiplicatoroknak és olyan p' multiplicatoroknak , hogy

Ay =—( Ap g Agr+ U A Y A+ ),
Ay =—( dyatpa Aost. A A+ s Ay +. ),

e s e s s e e+ e e e 8 =2 s e o e e

Az A;, stb. mennyiségeknek Ggy az egyik, mint a mdsik modon
kifejezhetSknek kell lenniok a véghsl, hogy kivetkezményes aequatio
egyiitthatoi lehessenek. De, ha kifejezhetsk igy, akkor viszont kovet-
kezményes aequatio egyiitthatdi lehetnek, azaz, ezck a multiplicatoros
egyenletek a maguk dsszességében teljesen ki is meritik azt a vonatko-
zést, a mely az adott rendszer egyiitthatéi és egy kivetkezményes
aequatio egyiitthatdi kozt fondll, mert belslik az adott rendszerre vald
tekintettel =0 & —¥=0 kovetkeztethets olyképen, hogy mindkét
egyenlet-csoport bal- és jobb-oldalait, rendre u,, u,, . . mennyiségekkel
szorozva, Osszeadjuk.

Az adott rendszer egyiitthatoi kiat szitkségképen oly vonatkozdsok
gllanak fonn, hogy az egyik egyenlet-csoportban meghatérozott A, stb.
értékek egyeznek a mdsik csoportban meghatdrozott A, sth. értékekkel,
ha t. i. létezik kiovetkezményes egyenlet. Létezése abhoz a foltételhes
van kotve, hogy ez az egyenlet-rendszer :

(At ) A+ (g o) Agq e ot (N4 ) A H X s+ s) Ay +. . =0
i) Ay g+ 4 1ts) A+ AN HY A g X HY ) A+ =0

megoldhatd legyen oly mnem-negativus A, pu & oly X, ' értékekkel,
a melyek nem mind zérusok.
Xl. Pseudo-rendszerek.
Tegyiik fol, hogy fi, fy, .. vezérmennyiségek értéktartomédnydt az
=0, Fy=0,,:, F'=0, Fy=0;.:

egyszer( relatio-rendszer szoritja meg; ¢y, ¢y, .. vezér-mennyiségek érték-
tartomdnydt a

Gi=0, G3==0,.., G,'=0, G =o,..

egyszer relatio-rendszer szoritja meg; /iy, hy, .. vezér-mennyiségek érték
tartomdnydt a
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H,>o, H,>o,.., H'=o, H)=o,..

egyszer relatio-rendszer szoritja meg, sit.; kilénben az f, g, I, sth.
mennyiségek teljesen fiiggetlenek egymdstol.

Eazt a foltevést igy is fogalmazhatjuk: f, fs, .., 71y Gey .., sth.
vezérmennyiségek értéktartomdnydt az

=0, Fy=0,.., F=0, Fy=0,..
G=>0, Gy=0,.., G'=0, G'=o,..

D ) L

egyszerd relatio-rendszer szoritja meg.

Minthogy azonban ennck a rendszernek az els6 sora esak f-eket,
misodik sora csak g-ket, harmadik sora csak h-kat, sit. tartalmaz,
ennélfogva a relatitknak az dsszessége nem képez teljesen Osszefiiggd
rendszert. Bzért nem igazi, vagy pseudo-rendszernck nevezziik.

Legyen most, hogy % az f-ek, g-k, h-k, stbbiek egyszer( fiigg-
vénye, ¢és, hogy mindazok az f-ek, a melyek kielégitik a I-rendszert,
mindazok a g-k, a melyek kielégitik a G-rendszert, mindazok a h-k,
a melyek kielégitik a H-rendszert, sit., barmely combinatioban kielégitik
a ¥=>0 egyenlGtlenséget is.

Akkor kell léteznik olyan nem-negativus ¢, ¢, . . multiplicatorok-
nak és olyan ¢, 4, .. multiplicatoroknak, hogy

= L Fot -+ Ty 4 I+
0, G D Gt A, G+ Gy .

Mert az alaptétel elGadott bebizonyitdsinak nem féltétele, hogy
a relatio-rendszer teljesen  Gsszefiiggd  rendszert képezzen. A pseudo-
rendszereket épigy megilleti ez a bebizonyitds, mint a teljesen 6ssze-
fiiged rendszercket. Ugyanis ebben a bebizonyitdsban a relatio-rendszer
egyiitthatéi semmi megszoritds ald nem kerltek, egészen hatdrozatlanil
maradtak ; médr pedig a teljesen hatirozatlan rendszer bdrmely pseudo-
rendszert is magéban foglal: akdrmely adott pseudo-rendszer leszdrmaz-
tathatd belsle azdltal, hogy bizonyos egviitthatoit zérussd teszsziik.

A relatio-rendszerek parametrumos kifejezéseirsl elGadattak is
egészen dltalinosak, tchdt megilletik a pseado-rendszereket is. De a
pseudo-rendszerek sajitos specialis volta egyszerisitést enged a para-
metrumos kifejezések megalkotdsiban, a mennyiben t. i. minden egyes
teljesen Osszefliggd részik kiilon-kilon fejezheté ki parametrumok segit-
ségével. Természetesen a vezérmennyiségek minden egyes magdnvald
csoportjdhoz, ming fent az f* csoport, a ¢ ecsoport, stb., mis parametru-
mok tartoznak, a mi az dltaldnossdghdl dgy magyardzhatd ki, hogy az
dltalinos parametrumos kifejezések bizonyos egyiitthatdi zérusok.,
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De tegyiik azt az észrevételt is, hogy az  alaptételnek  egy
pseudo-rendszerre vald alkalmazisa annyi egy nm\tul elkiilonitett alkal-
mazdsra honthatd szét, ahéiny teljesen u»u&tuggo részhél Al o pseudo-
rendszer.

Ugyanis legyen, hogy

A [+ Aoty t .., =By +Byget. ., sth,

LU R

Ha a V=0 egyenldtlenség kivetkezményese a pseudo-rendszer-
nek, akkor az Al.lpl.( ‘tel értelmében, a O szdmdra font jegyzett kifejesé-
sekhdl folyolag, szitkségképen

— o L+, Iyt 4 T 4ep, Ty +
Dy G0y (ot o4 G D G+ L

), #th. & ezek az egvenlitlenségek  rendre az egves

tehdt W =0, ==
n»/,chlggu rendszer-részek  kivetkezményeseit  képezik @ az elsd kovet-
kezményese az (I, I'') rendszer-résznek, a misodik a ((+, () vend-
ser-résznek,  sit. Viszont, ha a9, 9,2=0, sth. egyenlGtlenségek
rendre kii\'ctkczméuv('&'oit képezik az egyes Osszefiiged rendszer-részeknek,
akkor a =0 (‘"V(’lllutl(‘l]\!"' az eglsz rendszer kovetkezményese, mert
az egbsz rendszer minden nl(‘ﬂnl(ld\d,l) wm Al hogy Oy ik, + 0 =0,

Lay, az az dllitds, hogy a 9=>0 m.lequ.mu il p~elu]nmu«l~zer
kivetkezményese, és az az dllitds, hogy a A, =0, , sth. i 1eqnmnl\
rendre az (F, I'"). ((i, ('), sth. vendszer-részek lw\ e-l]\oylne'll\'v\( 1, aequi-
valens 1 a pseado-rendszer a kivetkezményesekkel egyete ‘mben egymistol
teljesen kiilonvalt részekre Dhonthatd szét.

<

XIl. Kovetkezményes rendszerek.

1.) Legyen, hogy a mely # értékek kielégitik a

=0, Uy==0 0, =0, 0, =0,

vy

egyszerii relatio-rendszert, azok egyszevsmind egvtdl-egvig kielégitik az

0,=20, By=,... @O,'=0, & =o,..

egyszerid relatio-rendszert i, Akkor az utdbbi rendszert az elGbhi rend-
szer kivetkezményesének mondjuk s az elGbbit az utdbbira nézve toras-
rendszernek nevezziik.

Egy kivetkezményes rendszer esak oly relatickat tartalmazhat,
a melyek a torzs-rendszer kivetkezményesei, vagyis exak oly relatiokat
tartalmazhat, a melyek mindannyian teljestiinek a tirzs-rendszer meg-
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olddsaival. Mert egy rendszerben tartalmazott relatiok szitkséglk’pen
teljestlnek mindazokkal az ¢értékekkel, a melyek magit a rendszert
kielégitik.

Forditva: ha egy rendszer csupa oly relatiokat tartalmaz, a melyek
egy misik rendszer kovetkezményesei, akkor az a rendszer kivetkez-
ményese ennek a mdsik rendszernek, az utdbhi rendszer az elébbire
nézve torzs-rendszer. Mert birmely adott rendszerbGl kiovetkezett rela-
tiok szitkségképen oly rendszert alkotnak, a mely az adott rendszer
minden megolddsdiban teljesl.

Igy ahhoz, hogy egy rendszer egy misik rendszernek a kiovet-
kezményese legyen, szitkséges és elégséges, hogy esupa olyan relatiokhol
illjon, a melyek ennck a mésik rendszernek kévetkezményesei.

2.) Most tegyiitk f6l, hogy egy egyszeres rendszer egy tibbsziris
rendszer minden megolddsdban teljesil, & midén aztdn a tobbszoros rend-
szer kovetkezményesének nevezziik.

Vildgos, hogy ekkor a tihbsziros rendszert alkotd rendszerek az
egyszeres vendszerre nézve mind torzs-rendszerck, vagyis az egyszeres
rendszer  mindannyinak  kivetkezményese, mert a tobbsziros rendszer
megolddsait mindazok az w-értékek képezik, a melyek az egyes alkotd
rendszereket kiilon-kilon kielégitik. Hogy azonban az egyszeres rend-
szer a tobbszords rendszert alkotd valamennyi rendszer kiovetkezményese
legyen, erre szitkséges és egyittal elégséges, hogy csupa oly relatiot
tartalmazzon, a mely valamennyinek kiovetkezményese. Ennek a lehetGsége
szitkséges ¢ clégsiges arra, hogy egy tobbszoris rendszerhez kivetkez-
ményes egyszeres rendszerek tartozhissanak.

Xl Kiuldnféle rendszerek Osszetétele.

1.) Tegyitk fol, hogy valamiféle elézményekbél az a mathematikai
kivetelés szdrmazott, hogy ez az egyszerd cgyenldtlenség :

() A+ A+ F A, =90
kovetkezményese legyen az
At At +A 0, 0,0,
Ayt +Aogttst .. +A,,0,—0,=0,
A+ A st A, =0 =0,
Ay + A su,+ o+ A L, =0, =0,

(0, 0)

L T T

\

egyszerii relatio-rendszernek, vagyis, hogy mindazok az u értékek ki-
clégitsék, a melyek a rendszert kielégitik.
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Bz a kovetelés a (V) inaequatio egyiitthatdinak a korldtozdsit
jelenti, amely korlitozdst directe a (VII[) czikkben megszerkesztett
% alatti hatdrozott relatiok, egyenlGtlenségek és egyenletek fejeznek
ki, és a (VI) ezikk értelmében, nemkiilonben az (V) czikk végén jegy-
zett egyenletek (3),, amelyek aequivalensek a (VIII, %) relatickkal és
ezek parametrumos megolddsait képezik, a A nem-negativus multi-
plicatorokkal és a A" multiplicatorokkal, mint parametrumokkal. Ha
olyanok az A, sth. egyiitthut(»k, hogy eleget tesznek a (VIII, ) alatti
relatidknak, vagy a mi ugyanazt teszi, az (V, 3,) alakkal birnak, akkor,
és csak akkor, teljesitve van a kimondott kévetelés.

Tegyiik fol mésodsorban, hogy valamiféle elGzményekbsl az a
mathematikai kovetelés szdrmazott, hogy olyan legyen a () egyen-
I6tlenség, hogy mindazok az u értékek kielégitsék, a melyek Llelegltxk
nemesak a (U ') rendszert, de egytttal luelc«rltenek egy mis adott
korldtozdst is. Az utdbbi korldtozdst jeldlje (Q) Gt az () korldtozdst
hagyjuk egészen hatdrozatlandl. Bérmilyen vgyenlotleuségek és egyen-
letek alkothassdk, és olyan megszoritdsokat is réhasson ki a vezérmennyi-
ségekre, a melyeket hatdrozott egyenlGtlenségekbe és egyenletekbe foglalni
nem lehet. Most ennek a korldtozéisnak és a (0, 0") korlitozdsnak az
Osszetétele szoritja meg az u mennyiségek értéktartomdnydt.

A (VIII) czikkben ¥ alatt jegyzett kifejezések, valamint az (V)
czikk végén (3), alatt jegyzett kifejezések olyan A; stb. egyiitthatokat
wo]ga’tlmtn'ﬂ\ a melyek ennek az Osszetett kuvetelemek is me;:fel(*lnel\
Mert barmely nem-negativus multiplicatorokat jeloljenek a A jegyek,
¢és barmely multiplic atorokat jeloljenek a A jegyek, a (H, 0') rendszer-
bol folyolag szitkségképen 4ll, hogy

MO R0, A0 A0+ L 0,

tehdt e relatio baloldalinak az egyiitthati mindenesetre egyiitthatdi
lehetnek a (V) relationak, mdr pedig nem mdsok ezek az egyiitthatok,
mint az (V) végén (3), alatt foglaltak, s fgy egyittal nem mdsok,
mint a melvel\ct a (VIII¥) .1l¢1tt fofrltmlt relatitk hatdroznak meg.

All ez, akérmi médon szoritsa még sziikebbre az () l\orlito/,zis
az u vezérmennyiségek értéktartomdnydt, mint a milyen sziikre mér a
(0, ") rendszer szoritja. Abban rejlik a kiillonbség az els6é és mésodik
kovetelés tartalma kozott, hogy az elsd kovetelésnek mindig esakis
azok az A, sth. egyiitthatok felelnek meg, a melyeket (V, 3,), valamint
(VIII, %) hatdroznak meg, ellenben a mésodik kivetelésnek nem mindig
csakis ezek felelnek meg, azaz a mdsodik kivetelésnek dltaldban mds
A, sth. egyitthatok is megfelelnek. Az (V, 3,) valamint a (VIII, %)
mindig mindazokat az A, stb. egyiitthatokat szolgéltatjdk, a melyeket
az u mennyiségek (U, ') korldtozdsa megenged, de nem mindig mind-
azokat, a- melyeket a (0, 0°) és (Q) korlitozds egyiittvéve megenged,
hanem #ltaldban az utobbiaknak esak egy részét szolgdltatjdk.
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Legyen pilddul, hogy az (Q) korlitozdst is egyszeri relatick
képezik :
Dy + B+ + DBy, —o, =0,
Doty + Boyitg+. A+ By i, —my =0,
D+ Bgig+. + B0, =6 =o,
* ~.
By, + B ggtty+. .+ Blyuut,—@'s =o,

(@, @)

L T S

Most a (#) egyenlGtlenség azt a kirovdst viseli, hogy olyan legyen,
mikép mindazokkal az w-kkal teljesiljon, a melyek a (6, 6) rendszert
is, meg az (@, ®') rendszert is kielégitik. Azt a kirovdst viseli tehdt,
hogy a (B, ) és (@, &) relatick rendszerének a kivetkezményese legyen.
Ha tehit 2 & o hatdrozatlan nem-negativas multiplicatorok, s A és W
egészen hatdrozatlan multiplicatorok, akkor az A, sth. egyiitthatok azokat
az értékeket vehetik f6l, a melyek kifejezései e kovetkezk :

A =0A XAy AN A AN A
iy By By +. A B+ Blgy+ o,

A=A dg Aggt. AN A AN Algo .
o Bratp Bog+. oy B ot Blgo . .,

L T T

Szimtalan mds értéket is félvehetnek tehdt, mint a melyeket (V, 3,)
enged meg, a mely az itteni kifejezésekt6l abban kiiloubézik, hogy az
itteniekben a v multiplicatorok bérmely nem-negativusok, a | multi-
plicatorok Dbdarmik lehetnek, amazokban ellenben mind zérusok.

2.) Elstorddlhat azonban az is, hogy az (Q) korlftozds oly
médon szovitja meg az w mennyiségek érték-szabadsigit, mikép ezdltal
an. A sth. egyiitthatok Crték-szabadsiga semmit sem fokozadik s esupéin
annyibol &ll, a meunyi a (0, 0°) rendszertsl szdrmazik, vagyis a (0, 0)
rendszer olyképen jut érvényre, mintha az () korldtozés nem is létes-
nék, Ggy hogy a (VIII, %), valamint az (V, 3,) alatt 1év6 kifejezésekrsl
nem csak az dll, hogy az dltaluk meghatdrozott A; sth. értékek a (W)
inaequatio egyiitthatdi lehetnek, de még az is 41l roluk, hogy esak az
dltaluk  meghatirozott A, sth. mennyiségek lehetnek a (9) inaequatio
egyiitthatoi.

Gondoljunk ugyanis a (0, 6”) rendszer parametrumos megolddsdra :

Uy = Pr 0 HBratate A1 00+ 105+
My = [Po1 ) HPag ot cAYo1 10+ 200y +. .

L T
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Ha esak a (8,09 rendszer korldtozza az # mennyiségeket, gy
itt minden r tetszésszerinti nem negativas és minden 0 eglszen tetsaés-
szerinti. De ha ehhez barmitéle tdle figeetlen korldtozds (42) esatlakozik,
akkor médr a v, w értéktartomdny tovabbi megsziikilést szenved. Be-
helyettesityén ezeket az w-kifejezéseket a () inaequatioba,

(Bi1dy ¢t Bay Aut. Der+(Brady HPeadst. ot 4
i Ay tpeg Ast. ey H (e Ay Ay )i+ =20,

Elsé esethen okvetetlendl vald kivetkezés, hogy minden » factora
=0, ¢ minden v factorn =o (VIID); a mdsodik esethen nem ok-
vetetlentl vald kovetkezos ez, de ebben az esethen ix elofordalhat.
Mert nem szitkségképen  valo foltétele  ennek a kivetkezésnek, hogy
minden ¢ tetszésszerinti nem-negativus, és minden 0 egészen tetszésszerinti
legyen. Ha példdal az (2) korldtozds dgy szoritand meg az # mennyi-
ségek  sabadsigdt, hogy e megszoritdshol folydlag minden r-nek az
irtéke exak O 65 1, 68 minden w-nek az értéke esak —1, 0, és 1
lehetne, akkor is kovetkeznék az  inaequatiohdl,  hogy minden ¢
factora nem-negativus tartozik lenni, és, hogy minden s factora eltiinni
tartozik ; ugyanis, ha a ¢ parametrumot  1-nek, a tobbit mind O-nak
tesszitk meg, akkor azt tapasztaljuk, hogy ¢, factora =0 kateles l('nni,
ha azutdn a ¢, parametrumot egyszer 1-nek, misszor —1-nek, s a
tobbi parametrumot valamenuyit muullwt\/o O-nak teszszitk meg, .l]\]\()l'
azt tapasztaljuk, hogy iy factora eltinni  koteles, mert dgy =0, mint
—0 kiteles Tenni, sit. Alahh a 4.) ezikk-rész ooly ide tartozd specialis
esetet intéz el, a mely az alkalmazdsok ~/mnpunt]alml nagyon tontos.

Vegyitk figyelembe még, hogy, ha valamitéle elézményekbol az
A, sth. mennyiségekre kizbitlen megszoritds  haramlik, & ha olyan
ez, hogy tol]e\(-n megtagadja az A; stb. mennyiségektdl azokat az
értékeket, a melyeket az (£2)-nak l\u\mulmtueuelx, akkor az (£2) mindig
elveszti befolydsdt, éx az Ay sth. mennyiségek mis  értékeket nem
vehetnek 51, mint a melyeket a (0, () rendszernck kiszinnek, éx ezek
kil is esak azokat, a melyek az A, sth. mennyiségek kozhitlen meg-
szoritdsdval Osszetérnek. I’(-l(l:'u'll a (0,09 vendszer ebbdl a két egyen-
I65tlenséghal alllnn' "y - 6s az () korlitozds abhol a]l]nn
hogy u, is &y is csak —1 éx 1 lehessen ; egveldre meghatdrozanddok
legyenek mindazok az A, és A, egyiitthatik, a melyek szerint Ay ny+
+Agi,=0. Ha csak a (0, 0) rendszer szoritand meg 1, és iy szabad-
shgit, akkor A;=0, A,=>0 képeznék a megolddst. A kétféle meg-
szoritds  Osszetételébdl az a kirovds szérmazik az w-kra nézve, hogy
mindegyik esak 1 lehet, minélfogva A, & A, minden olyan értéket
folvehet, a melylyel A;+A,==0. De ha e mellett kazbitlen kiszabds
rendén A4, A,=0 volua kiteles Jenni, akkor mar esupin A, =0, 4,=>0
lehetne, mintha w; &y esak a (0, 07) korlitozds alatt all:m:’umk és
semmi mis megszoritdst, mint ezét, nem viselnének.
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3.) Ha a (0, 0") és (&, @) egyszerid relatio-rendszernek egy kozos
megolddsdban sem negativus a i egvs/eru figgvény, akkor léteznek olyan
nem-negativus A multiplicatorok & olyan A’ multiplicatorok, hog,y az
(@, &) 1cndsver minden megolddsdban tel]e.sul ez az egyenlStlenség :

G (0 0,42y Oy, AN 0505+ )==0

Ugyanis, a (0, 8") és (&, ®') rendszer dsszetétel¢hdl szdrmazd rend-
gzer minden megolddsiban ¥==0 lévén, az alap-tétel szerint léteznek
olyan nem-negativus A, p multiplicatorok, és olyan A’,/, multipli-
catorok hogy

W RO W NERRD TR A Y R
Ay @ Hte Dot AP O VB 5.

Ebbsl folydlag

D (A O 20yt AN 0N 0+ )
T @ gt A B U B . L,

mérpedig a miatt, hogy a p multiplicatorok nem-negativusok, a jobb-
oldal az (®, ') rendszer minden megolddsiban szitkségképen =o, tehét
7 bal-oldal is (®, ®) minden megolddsdban =o.

Ha az (®, ®) rendszer nem tartalmaznd mindazokat a vezér-
mennyiségeket, a melyek a (0, 0) rendszerben fordillnak els, akkor azok,
a melyeket nem tartalmaz, szitkségképen kiesnek a

B — (g O+, 0+ XG0 A0+ ) =0

kovetkezményes inaequatiébol : ebben az inaequatiéban f6lléps coetfi-
cienseik  szitkségképen eltinnek, miként az utoljira jegyzett azo-
nossdg is tanusitja. Csak az (®, ®') reudszerben foglalt vezér-mennyisé-
gek szerint létezhetik annak a kévetkezményos inaequationak a  bal-
oldala.

4.) Ha a (0,0') egyszert relatio-rendszerrel kirdtt korldtozdshoz
oly korlitozéis csatlakoznék, a mely a vezér-mennyiségek fois6 szdm-
hatdrdt szoritand meg: bérmi kicsinyre szabnd is meg ast, mégis csak
azok szerint az egyiitthatok szerint teljestilhet egy egyszerd Y=o
relatio a vezérmennyiségek értéktartomdnydban, a melyek szerint pusztin
a (B, 8") rendszernck megfelelen tel]emlne Mis szoval, mihelyt a két-
féle korlitozds dsszetételéhben $=>0, mér maginak a (0, 0') rendszernek
minden megolddsiban ¥=o.

Bizonyitds: A (6, 0) rendszer birmely megolddsa legyen ,, s, . .,
létezik oly kiesiny positivus szdm, e, hogy suy, eu,, .. szimértéke tetszés
szerint adott kicsinynél kisebb. De euy, ey, . . szintén megoldisa a
(0, 0) rendszernek. KovetkezGleg, biarmi kis folsd szém-hatdrral korld-
tozzuk (B, 6) megolddsait, ezek egyikébsl vagy mésikabol bérmily més
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megolddsa szérmaztathatd, t. i. elég kis positivus szdmmal torténs
()\Lths dltal. Mér pedig, ha a fols6 szdmhatdrral korldtozott megolddsai
kielégitik a =0 egyszerii inaequatiot, az utdbbiank is kielégitik, tehdit
(8, H°) minden megolddisa kielégiti.

XIV. Infinitesimalis rendszerek.

1.) Most erre a propositiora forditsuk figyelmiinket :

T tér belsejében E, 7, stb. a coordinatik derivdlhatd fiiggvényei
és a 1 tér hatdr-foliletében is folytonosak mindeniitt, s czen a functio-
nalis megszoritdson kivil annak is alivetvék, hogy {0lsé szdmhatdruk
valami mddon korldtozva van, tovdbbd, hogy a t tér belsejében min-
deniitt teljestlnek a kovetkezd egyszerd relatidk :

(
! AloC Bg§+(‘d +F ov,”'M 11 . ..zo.
h \I A, 8g. Ba 'SE+F2 +(1.,gn+Hg +..=>0,

a T tér hatdrdn pedig mindeniitt teljesiilnek a kiovetkezs egyszerd
relatiok :

EAMn+ .. =0,
2&-}-]‘[27‘-{- e 20,

A
=
=
9
S—
N~

a melyekben A,, B, ('} sth. a coordinatik derivilhatd figgvényei t-ban
mindeniitt, és L, M, stb. a coordinatdk folytonos fiiggvényei a T tér
hatdrdban mindeniitt.

Mindazokkal a &, 7, sth. értékekkel, a melyek e korlitozisok
osszeségének megfelelnek, legyen

(2) S (X§+Y'q+..)Dt+S (PE+Qn+ . )Ds=0,
T g

a hol X, Y, sth. a coordinatik folytonos fiiggvényei a T térben, & ennck
a T térnek a hatdr-foliilete, és P, @, stb. a hely folytonos fiiggvényei
a ¢ foliletben.

2.) Ez a propositio olyannal helyettesithets, a mely a g %, sth.
vezérmennyiségek érték-tartomany4t csupdn egyszerd relatidkkal és a
f6ls6 szém-hatéir korldtozésdval szoritja meg.
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A 7 tér belsejét, szorosan a hatérdig, igen sok és igen kis congruens
hasdibra osztjuk sikokkal, a melyek pérhuzamosak a coordinata-sikokhoz.
A haséib-tlek hosszisigit D, Dy, Dz jelilje a szerint, a mint az .- vagy
az 3, vagy a z tengelyhez pérhuzamosak. A helv fliggvényeit jelentd
&, 7, sth. mennyiségeket, valamint az A,, B, () sth., X, ¥, sth. egyiitt-
hatokat, mint szintén a hely fiiggvényeit, t© belsejében a kis hasdbok
kazéppontjaira vonatkoztatjuk, mint figgvény helyekre. Ily fiiggvény-
hely coordinatdit jelentsék most T belsejéhen g, 2, és ravidsée kedveért

E(r+Dur, y, 2)=E,
g, y+Dy, z)=E,
gy o, 2D )==E

sth. jelolést haszndljuk.

A T tér Dbelsejét igen kis hasfibokra osztd stkok e tér o hatdr-
folilletét is igen kis részekre ossztjik, s a g folileten mindeniitt ily
vésznek egy belsé  pontjira vonatkoztatjuk mint figgvényhelyre a
€ 7, sth. mennyiségeket, valamint az L,. M, sth., P, (), sth. egyiitt-
hatokat.

A &, v, sth. vezérmennyiségeken kiviil mds vezérmennyisézeket
is alkalmazunk, mint a hely fiiggvényeit, a melyeket w, », sth. bitii-
jegyek jeloljenek. Mind e vezérmennyistgekre, n. m. &, sth., w, o, ..
sth. kiszabjuk, hogy f6ls6 szdmhatdruk valamely tetszésszerint meg-
hatdrozott madon korlitozva legyen, ¢ a mellett a T tér helsejéhen telje-
sitsék a kovetkezd egyenleteket :

E[_é C-I_é Lt Il i
- it =i()
(\ D.r )I Dw =0
Ex_i‘) B8 o
- — +e' gyt =10,
( D J D Hlalty
E.[—n) E[—E
) = gty =),
( e /i Da 'yt

2 = = = _E

(Gu ‘:) _C" .H/"l)ll“:(),
(

. Wi =0,

;_:&) Bk

~—
oY
U=
< | |
R e
=
|
KAl
c-—-
=
vf\‘l

or “_
+a g, =0,



B _—F I3 —"E ’ e

(Gu[ 7) _-jn_': 40" " =N,

Dz /, :

Exll;g) __EL_C' B ””'3 H:,."' =),
D: 1t

(711_71 Il +h' e =0,
Dar /4 D.r sth. sth.,

a melyekben az «ay, by, sthféle egyiitthatok a Do hossulisdggal, az
iy, by, sth.-félék a Dy hossatsdggal, az ay, by, sth.-felék a Dz hossai-
sfggal  zérusba  convergdlnak, tovabbd D.y, Dy. Dz megvilaszthatok
legvenek oly kicsinyeknek, hogy mihelyt még kizebbek, mir © belsejé-
hen tetszésre megengedett kiesinynél kisebh hibdval :
Ei—% , &u—C M
Y DL S & S S 2 { Y It

- "V Dy ' D L D
S &

Y —7 Y—
1, e L T B ST S I ‘—}-H, i
D 0ty T py TPrDe T Dy TR D

Ny—7 L/t
Ny H Ry, ~
+ (1 l)l/ 1 D> o=,

Y 7

+..=>0

2 L R ]

a hol Ay, B, ('}, sth. a coordinatdk derivilhatd fiiggvényei than min-
deniitt; ezen kivil, ha a 5 foliileten két szomszédos  tiiggviny-hely
kolesonos tdvolsdga Ds, és az egyik figgvényhelybe tartozd g 7, =th.
ortek €, #th. a mdsikba tartozd egyszeriien g, 7, sth.:
E—E tagu,=0, 1 —v +byr,=0, sth,
a hol ay, by, sth. a Ds tivolsdggal zérusba convergdld  egyiitthatok,
vigre a 5 folilleten kitizott figgvény-helyekben
{ Ligs Myt . =0,
(X)s { LBt Momt . =0,
a hol Ly, M, sth, a coordinatik folytonos fiiggvényei a g foliilethen
mindeniitt.
A D, Dy, Dz élhosszak megvilaszthatok legyenek oly kicsinyek-
nek, hogy mihelyt még kisebbek, mér tetszésve megengedett kicsinynél
kisehh hibdval az eldsorolt toltételek alatt

(%) S (XE+Xy+. DTS (PZ: Q. .)Ds=0),
T (o]
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a hol D1, egy osztisi husdh térfogata =D Dy . Dz, & Ds egy osatdsi

folillet-elem  teriilete, X, ¥, sth. a coordinatik folytonos fiiggvényei

a T térhen, P, ), sth. a coordinatdk folytonos fiiggvényei a 5 folilethen.
A 1 tér belsejére nézve féldllitott egyenletek, u. m,

&I_E) ‘;1_5 Ayt =
— D it =)
( D.r D.r tot sth.

az #, r, sth. vezérmennyiségek 16ls¢  szdmbatdrinak korlitozdsdval
egyetemhen azt fejezik ki, hogy a Z, 7, sth. vezérmennyiségek partialisan
mm(l(wr\ll\ coordinata szerint d(nmlhdtul\, és partialis (l(-rl\(mlt].ul\ tolyto-
nosak a T tér belsejében. Azt a functionalis megszoritdst voidk ki tehdt
a L, 7. sthe vezérmennyiségekre a T tér lwl*eiél illetéleg, mint az 1.)

crikk-résg, ])lhl)tl\lllu].l (Vector-tan NXXVI). 5 folilletre ndézve fil-
dllitott egvenletek, u. m.:
& +ayuy=0 sth.

az n, 0, sth. mennyi:égek tolsé szamhatirdnak korlitozdsival egyetem-
hen az 1.) ezikk-vész propositididban a &, 7 sth. vezérmennyiségekre
kiszabott tolitleti folytonossigot fejeszik ki. Mert. Dy Dy, Dz tetszésre
adott kiesinyndl kischhnek ‘eondolhatok.

Ezt tekintetbe véve, konnyid tolismerni, hogy jelen 2.) ezikk-
rész propositioja acquivalens az elézd 1.) ezikk-rész propositiojdaval.

3.) Minthogy a miéisodik czikk-vészben esapin egyszer@ relatiok-
kal éx {0lsd szdmbatdreal Korlitozvik a vezérmennyiségek,  enndélfogva
fotételink  a maga ecedsz teljességéhen éevényhe lép (XTI 4. A
kivetkezményes relatio () baloldala ¢z a kovldtozd relatiok  dssze-
foglaldsdahal (\ I) szdrmazo Dhaloldal azonossdgi viszonyban vannak : bhir-
mvl\ kivetkezmdényes egyszerl relatio (%) \'/lllnvn]\lp('ll eladllithatd o
korlfitozs velatiok u.\.\A«ingh].L.x.l altal.

Azonban a (%) alatt jegyzett kivetkezményes relatio cxak a &, %,
sth. vezérmemnyiségeket tartalmazza, ellenben az w, », sth. vezérmennyi-
séeek abban eld nem fordulnak. Ebhal folydlag az dsszefoglalds vendén
az utohbhi - vezér-mennyiségekhez esatlakozd multiplicatorok — esak gy
jardlhatnak hozzd az  identitashoz, hogy mindannyvian  eltinnek. Mivel
pedig minden egyes korlitozd vuunlvtlwu mds o vagy r osth. vezér-
mennyiség forddl eld) foy az ('tr\'(’nl('t(‘]\h(‘/. exatlakozd  multiplicatorok
mindannyian zérusok  kitelesek lenui az identitas kedveért: az egbsz.
korlitozd rendszernck a (%) kivetkezményese egyszersmind médr e rend-
saer egy részének is kivetkezmdényese, s pedig anmak a (<), és (),
részének, a mely a deriviilhatosdgok éx folytonossdeok kifejezéseinek a
mellGzésével marad meg.
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Fz a rendszer-vész az els6 czikk rész  proposititjdba tartozd (1),
s (1) relatio-rendszernek felel meg, és a (%) alatti relatio a (2) alatti-
nak felel meg, mint kivetkezményes relationak s viszont.

Ilyképen kell létezniok olyan nem negativus multiplicatoroknak,
hogy megszoroztatvén veliik és aztdn dszzeadatvin az (1), és (1), alatt
foglalt  relatitk, az eredmény baloldala identicus legyen (2) bal-
oldalival, ami Ggy értendd, hogy tetszés szerinti modon végtelen kis
Dz, illetleg D3 részekre osztva gondoljuk a T tért és ¢ hatdr-folilletet
azutdn minden Dt tér-elem & Do foliilet-clem egy pontjéira, mint
fiiggvény-helyre, vonatkoztatva gondoljuk az (1), illetsleg {1); inaequatio-
rendszert, s az igy folfogott teljes rendszerre alkalmazzuk eljirdsunkat.

4.) A nem-negativus  multiplicatorok (1),-hez gDz,  (1),-hiz
D35 legvenek : '

\ (ng)fyﬁ..)nw\ (P4t . Do =
:\ Igais.m B s B Py D o Msme . T
,,,7. . a.l. 1 a!/ iy as 'Y a:"' i a!l T 52 IYI .‘-

+| @LprSMprt . s

]

Az identitas megkivdnja, hogy a jobboldalon 1év6é tér-integralis
oly alakra legyen vezethets, a melyben a & % sth. vezér-mennyiségek
deriviltjai helyett ezek a vezér-mennyiségek maguk forduljanak eld,
Ggy, hogy ezeknek az egyszeri fiiggvénye foglalja el derivéltjaik egy-
szerii fiiggvényének a helyét.

K szerint a ¢ mennyiségek nemcsak olyanok tartoznak lenni,
hogy velitk az a tér integralis létezzék, de olyanok is, hogy részleges
reductiot lehessen végezni a tér-integralison,

Az alkalmazdsok szempontjabdl pedig nem esupdn ennyire szoritjuk
meg a ¢ mennyiségek functionalis viselkedését, de kirdjjuk redjuk,
hogy egyenkint, azaz @, ¢,, sth. mind és az egész © térben derivdlhatd
tiiggvényeik legyenck a hérom coordinatinak. Ugyancsak az alkalma-
zéisok szempontjdbol minden egyes p mennyiséget folytonosnak tétele-
ziink 6l a g hatdrfoliiletben, mint a hely fiiggvényét. Természetesen,
minden kovetkeztetésiink, amely az identitashoz fizGdik, e functionalis
tulajdonséigok ald van rendelve, vagyis azt a foltételt uralja, hogy ezek
a funetionalix tulajdonsigok valéban fénnforognak.

Végrehajtvin mdr most a kivetelt részleges reductiot, taldljuk,
hogy
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ahol &, B, 7 a Do folilet-elem befelé mutatd normalisdnak ivdny-cosinusai.
Kovetkez6leg a t tér belsejében mindeniitt

o oy oz

{ Y= 0..4‘1% B;qu (':p,
! T or T oy oz

(3 \: oy 0% 080G OXHiy:
§

- P= aLAl,f,J—p.‘.}b,cpﬁ( Cupi— SLig;
- (t) e 24} [' e ,+f$2(v,:p,+72:][,9, N 'l[ i

I2 mellett ne feledjitk, hogy a ¢ & g-féle mennyiségek nem
negativusok :
=0, =0,
o0, =0,

D.) AbbLAl folydlag, hogy (1);-ben és (1),-ben csupa egyenlstlen-
ségek vannak, a © éx g multiplicatorok mint nem-negativus mennyisé-
gek jelentkeztek.

Ha egyenletek ix, vagy csakis egyenletek fordilndnak elg (1);-
ben, vagy (1)., ben, vagy mind a kett6ben, Ggy nyilvanvalolag csupdn
az az eltmes mertl  fal, hogy az egyenletek, illetleg az egyenleti
egyiitthatok multiplicatorai nem esnek az alf a megszoritds ald, hogy
negativusok ne lehessenek (V).

Tekintettel az alkalmazdsokra, az dltaldnossig més lehetséges
tokozdsal kozill killonos emlitést érdemel ez a kettd:
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) A T tér oly tér-részek Osszetétele gyandnt jelentkezik, a melyvek-
nek az érintkezési foliletein korosatil az sszes eldforduld térbeli mennyi-
ségek folytonossfig-szakaddst szenvedhetnek, de ezekben az egyes tér-
részekben mindeniitt birnak a propondlt functionalis tulajdonsdgokkal.
Tovabbd az érintkezési foliletekre vonatkozdlag is létesnek egyszert
relatiok a vezér-mennyiségek érték-tartomdiny dnak megszoritdsdra, s ezck
a relatiok az ermt.kc/,«m folilletek mindkét ()l(ldLu.t tartozo  vezdr-
mennyiségek kozt szabnak ki vonatkozdsokat. Végre most a (2) kovet-
kezményes relatiohan a folileti integralis nem csupdn a T tér hatdr-
toliletére, de dltaldban az érintkezési foliiletekre is kiterjed, még pedig
mindegyikre kétszeresen terjed ki, t. i. mint két-két tér-rész hatdr-
folilletének egy-egy darabjdra.

b) Az (1), térbeli relatio-rendszeren kiviil oly térbeli relatio-
rendszer is jardl a vezér-mennyiségek értéktartominydnak a sziikitésé-
hez, a mely nem a deriviltakat, hanem magukat a vezérmennyiségeket
tartalmazza, vagy mindkét féléket tartalmazza, vonalas egynemil egész
formdban.

A téreket tetszés szerint valo madon DT térelemekre, a folilete-
ket Ds foliilet-elemekre  osztva  gondoljuk. Azutdn a tér-clemek o&x
folillet-elemek egy-egy pontjdra vonatkoztatjuk a hely 0Osszes térbeli,
illetsleg folileti fiiggvényeit s egyben azokat a térbeli, illetsleg folileti
relatidkat, a melyek a vezérmennyiségek érték-tartomdnydnak meg-
szoritdséra adva vannak. Most multiplicatorok alkalmazdsdval mindezt
a relatiot Gsszefoglaljuk: az egyenldtlenségeket nem negativasok, az
egyenleteket olyanok alkalmazésival, a melyek negativusok is lehet-
nek ; a térbelieket oly rendi vegtelcn lucqu\ ek alkalmazdsdval, a mily
rendiek az illetd toér- elomol\, a folilletieket olv rendiiek alkalmazisi al,
a mily rendifek az illets foliilet-elemek. Az utohbi megkiilénboztetésnek
formai kifejezést is adunk az fltal, hogy oDt illetsleg pDs-féle alakok-
ban jegyezzitk a multipli ,.m)lok.lt.

Az Osszefoglalds dltal, — a mely a multiplicatorokkal megszorzott
relatiok Osszeaddsdban 4ll — oly relatidhoz jutunk, a mely relatidnak

a bal oldala azonossdgi viszonyban van a kdvetkezmdéuyes inaequatio
baloldaldval : szitkségképen megvila z hatok Ggy a multiplicatorok, hogy
az identitas bekoszontson. A vezfrmennyiségek derivdltjait tartalmazd
tér-integralisok részleges reductidja utdn egyenletek kivetkeznek a
vezérmennyiségek egyiitthatdi kozott.

Az elébbi czikk-részekben foglalt targyaldshol eléggd  kivildglik,
hogy az «) és ) alatt leirt fltaldnosabb propositiora is réillik ez a tétel.

’

Fs pedig a megel6z6 XITI. czikk 4.) részének értelmében véilik
még akkor is, ha a vezérmennyiségek f6lsd szimhatdra azzal a kovete-
Iéssel van k]l'uva hogy a vezérmennyiségek viégtelen kicsinyek legye-
nek. Ekkor derivilhatosiguk a térek belsejében & foly tonossguk a
toliletekben gy gondolhatd, hogy egy végtelen kis fuggetlen viltozd-
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nak ¢és oly viltozoknak a szorzataik, a mely viltozok a coordinatdk
derivilhatd  véges tiggvéuyei a térek belsejében éx folytonos  fiige-
vényeik a foliiletekben is.

XV. Folyomanyok.

1. Annak a tdltétele, hogy egy egyvenlitlenséy
egyenlet legyen.
Irjunk {6l egyszerii relatio-rendszert:

A+ A gt 4 A =9=0,
A' g+ A'gsttg+. + A0, =, =0,
A”ul+A]., Ug +. .+A1,, 4 _.‘11__ ),
Agytty + Agg sty +. .+ Ayytt, =0,==0,

L T T T S R B

Ha valamelyik egyenl@ilenség baloldala a rendszer minden meg-
olddsdban eltiinik, akkor rendelhetsl az egyenletekhez olyan 2 multi-
plicatorok és az egyenldtlenségekhez olyan A nem-negativus  multipli-
catorok, hogy a velok megszorzott baloldalak dsszege identicusan eltiinik.

Mert tegvitk f6l, hogy az elsd egyenlGtlenség baloldala a rend-
szer minden megolddsdban eltiinik. Akkor dllithatd, hogy a rendszer
minden megolddsiban teljesil ez az egyenlStlenség :

— (A s Aygrtg+. A A u,)=—0H,=0.

Kovetkezsleg léteznek olyan ' multiplicatorok és olyan o nem-
negativus multiplicatorok, hogy

—h, =Zh"+ I,
vagyis

W0 Ve gt (10,40, . =0,

éx a 0,==0 egyenlitlenséghez zérusndl nagyobh multiplicator (1)
t<u't0/1k

Ebb6l az is kitinik, hogy, ha nem létezik efféle identitas, akkor
minden egvcnldtlemeg b‘tloldala kilonbozhetik zérustél, azaz lehet
nagyobb is, mint zérus.

Forditva: ha létezik ilyetén identitas, akkor legaldbb egy egven-
16tlenség baloldala a rendszer minden megolddsdban eltiinik. Ha ugyanis
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akkor a rendszer minden megolddsiban teljestil ¢z az egyenlet:

204 20,4 . =0

Mivel a rendszer megolddsaiban egy 0 sem negativas ¢ mivel
cgy A sem negativus, Ggy mindazok a 0 figgvények eltidnni tartoznak,
a melycknek a A multiplicatora nem zrns.

2. Elimindldsi tételek.

Eljimk a kovetkezé jelolésekkel :

A g+ A gt o+ A, = U
Ajiy+ A, . A, v, =U;
Bor+ Lyrst. + B, 0,=T7/
Dyri+ Buve+. .+ By ra=17,

¢s e most vegyiik tekintethe o kivetkezs relatio-rendszert :

U1V =0, U, + g——U
UV =0, Us+V,=o,

«) Ha ez a rendszer implicite vagy explicite oly relatiokat tar-
talmaz, a melyekben 0 nem  forddl eld, akkor ugymnanayi rendszere
létezik olyan 2" multiplicatoroknak és A nem-negativus multiplicatorok -
nak, a melyek szerint

NS UT+E0U =

Tegyitk 10l ugyanis, hogy a rendszer minden  megolddsiban tel-
jestl ez az egyenlet: =0, vagy ¢z az egyenldtlensiig: T"==0, a hol
i 77 esupéin a ¢ mennyiségek egyszer( figgvényét jelenti. ‘\l\l\or kell
létezniok olyan 2" multiplicatoroknak ¢és A nem-nagativas  multiplica-
toroknak, hogy

(PRS0 Ui 1) =T

Ebbél pedig a fontebbi identitas kivetkezik.

Hogvha tehdt ilyen identitas nem létezik, akkor az adott rend-
szer nem tartalmaz implicite sem olyan relatitkat, a melyckben # nem
fordil eld. Ekkor az « mennyiségek nem elimindlhatok : ha elimindl-
hatok, dgy elimindldsuk mindig az egvenletekhez rendelt multiplicatorok
és az egyenldtlenségekhez rendelt nem-negativus multiplicatorok  alkal-
mazdsdval, dsszeaddsok révén torténhetik,
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Ha pedig a rendszer sem implicite, sem explicite nem tartalmaz
u-talan relatiokat, akkor a ¢ mennyiségek minden értéket folvehetnek,
cglszen tetszés szerintick. Szdmitsunk ki ugyanis az adott (/417 =o)
cgyenletekbdl annyi w mennyiséget, mint a tobbiek és a » mannyiségek
fiiggvényét, a mennyit csak lehet, és vezessiik be ezeket a fiiggvénye-
ket az adott (U;4+71,=0) egyenldtlenségekbe a kiszdmitott u mennyisé-
gek  helyébe. Iz dltal egyenldtlenségeink rendszere olyannd alakil,
a mely aequivalens az egész eredeti rendszerrvel. Irjuk azt ekképen:

l?l + }.’1%’)! U:s' 172%0’

Minthogy azok az w mennyiségek, a melyek ebben a rendszerben
még cldfordilnak, a foltevés szerint minden egyes egyenlGtlenséghen
clofordilnak és nem is elimindlhatok, enndél fngva nem léteznek olyan
nem negativus A multiplicatorok, a melyek mellett a SA0; Osszeg
identicusan eltiinhessék, s kovetkezésképen megvélaszthatok Ggy az w
mennyiségek, hogy egyszerre valamennyi {7 fiiggvény nagyobh legyen
mint 0. Ugyanis koveteljik meg az « mennyiségektsl, hogy (/,=>0,
U',=0,... legyen. Mivel nincsenek oly nem-negativus A multiplicatorok,
a melyek rendén ZAU; eltiinhessék, fgy nines olyan U; amely kive-
telésiinkben csakis zérus lehetne, mérpedig akkor valamennyi U lehet
egyszerre >0 (III. 2.). Eszerint bfrmi értékeket szabjunk ki a » mennyisé-
gekre, az « mennyisigek megvilaszthatok oly midon és oly nagyokil, hogy
U>- 17, Us>—T7,, sth. legyen.

b) Ha akér explicite, akdr implicite oly relatickat is tartalmaz
a rendszer, a melyekben u nem forddl eld, akkor a r mennyiségek
mind azokat az értékeket folvehetik, a melyek ezekkel az w-talan
relatiCkkal megférnek.

Ennek a folismerése végett szdmtsunk ki ismét annyi @ meny-
nyiséget az egyenletekbil, a mennyit csak lehet, és helyettesitsiik vala-
mennyi egyenletben s egyenlétlenségben a kiszdmitott fiiggvény-alakjaik-
kal ezeket az u mennyiségeket. Az egyenletek részint identicusan tel-
jestllnek, részint pedig most mér csak a ¢ mennyiségekre vonatkoznak,
szoval ily rendszert kepe/uek :

(1) V=0,  Vat=0j:
Az egyenlitlenségek a helyettesités utdn a kivetkezdk legyenck :
(2) T Ve U, +17,=>0,

Az (1) és (2) alatti rendszer egyiitt aequivalens az egisz eredeti renl-
szerrel,
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Az cgyenlGtlenségekben még  elGforduld w mennyiségek  kozsl
egyelre csak egyet elimindljunk. E véghdl azokat as egvcnlotlcusc'rdw
a melye]\ben elgfordul az elimindlandd mennyiség, oly alakra vezetjiik,
a melyben ennek az u-nak az egyiitthatdja + 1 vagy —1. Az elimind-
landd # mennyiség legyen az iy, & azok az egyenldtlenségek, a melyek
magukban foglaljik, legvenek :

| —Ih=0, 1y— Py =>=0,

iy i
) | =t + Q=0 1+ Q=0, ...
Az elimindldsbdl szdrmazo relatiok nyilvénképen a kovetkezsk («!) :
I h—L1=0, @\—Py=o,...
(4) o—Pi =0, Qp—DP,=o0,...

L R S

Ki kell deriteni, hogy #; mindig megvilaszthaté olykép, hogy a (3)
alatti rendszer mindazokkal a tobbi w-kkal & mindazokkal a e-kkel
kielégithetd, a melyek a (4) alatti rendszert kielégitik. Iazzel Ki less
mutatva, hogy az (1) és (2) alatti rendszer mindazokkal a ,tobbi* w-kkal
¢és mindazokkal a r-kkel kielégithetd, a melyek kielégitik egyteldl az (1)
alatti rendszert és a (2) alatti rendszerben #,-et nem tartalmazd relatiokat,
maistelsl a (4) alatti rendszert. A kideritendd tétel helyes volta nyilvin-

ralovd lesz, mihely kitinik, hogy u; értéke mindig megvélaszthatd oly-
képen, hogy ne Ie«rven kisebb, mint a legnagyobb P és ne legven n'wvol)l)
mint a legl\lxebb Q. Amde a (4) alatti rendszer szerint nincs olv an
menynyiség, a mely ralamelyik P mennyiségnél kisebb volna, tehdt a
legkisebh @) sem kisebb mint a legnagyobb P, kivetkezsleg w, értéke
valdban mindig megvéilaszthatd a kdvetelt maodon.

Ezzel meg lévén mutatva, hogy az (1) és (2)-ben explicite vaxy
implicite foglalt u,-telen relatick szoritjdk meg csupdn a tobbi «
mennyiségek és a r mennyiségek érték-tartoménydt, — mér most
ezekre az wu -telen relatidkra ugyanast az okoskoddst egy misik w-meny-
nyiség irdnydban alkalmazva, a melyet itt az (1) (2) rendszerre az u,
mennyiség n'unyi'xbau alkalmaztunk s. i. t., mig minden # mennyiség-
bol ki nem fogytunk, — végtére teljességéheu 41l elénk az eliill kimon-
dott tétel igazsiga.

3. Egy mennyiség-rendszernek egyszerd relatio-
kon alapuld folbontdsa két mennyiségrendszer dsu-
szegére,

Legyen adva a (Py. Py, ... I’,) mennyiség-rendszer ¢&s legyen
adva a
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I i=n

S 3] 2 =
s N Ao, X i =0,
7=l S

cgyszerld velatio rendszer,

A L memnyixégek  mindig folbonthatok olyvkép két mennyizég
dxszegire, hogy ha 10 &P ennck a0 kée mennyiségnek a fdjegye, dgy
a [ mennyiségekkel teljexil :

l—‘"
2) O | TR

l—:l
éxoa P mennyizégek  megviltoztatott eldjelek mellett kielégitik ae n
vezérmennyiségek relatingt, aza

i=n I i=n
. Y Vg g
=Y A =0, XA W=0,.., =X A=,
- £ 4 il il
(") i u /=1
\ ~. 1 =
CE A, —3 A,
i1 /=1

) A hizenyitas clézményekép  folteszem, hogy (1) alatt minden
t'f\n'ulvt luu-n-t]vn a @bbi egyenlettal, tovdbhd  t6lteszem, hogy az (1)
alatti cgyenlitlenzégekhdl nem  kivetkeztethetd olvan v-'\'t'ulntlvnw-f
a melynek a baloldala identicusan eltinik, vagy az (-w\'(~|1||ttl\ hal-
ollalainak figginyvekint fejezhetd ki

ek a foltevések mindig  teljesithetdk. Hogy az utdhbi teljesit-
hets, az kitinik abbol, hogy, ha eredetileg nem  teljesiilne, akkor az
L) alatti targyalds szeving [éteznék  legaldbh egy olyan cgyenlétlensiy
a reudszerhen, a melynek baloldala esak zérus Iehetne : mind az ilyen
ceyenlstlenség  helyett  egvenletet frvdan, mdr is teljesedésbe megy o
misadik toltevés, Howy az el=d is teljesiljin, ¢ véghdl tetszisre vilasztott
sor=-rend szerint mellézendék mind  azok az egyenletek, a melyek a
tibbickre nézve nem  djuk, azaz a melyck baloldalai a t“hbick  bal-
oldalainak a fiiggvényei.

Iy Mir most a bizonyitdsra  tirve, gondoljuk meg, hogy w (2)
wlatti w\vnlnthnw'r az (1) abitti celatio-vondszer mitden megolddasiaban
teljesdl, tehdt léteznck olyan 2" multiplieatorok  ¢2 4 nem negativus
multiplicatorok, hogy

kool Koz
(4') =23 A',[.,')\'k-i- b At ((:.] Zivies i),
ke bt
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Minthogy 1= P;—%;, ennélfogva azt kell bebizonyitani, hogy a SR
mennyiségek a (3) alatti relativkon kivil a kivetkezd koveteléseknek
is eleget tesznek :

kel

k..
) —‘.]3,: — P+ XA+ 2 A, O-klt(’
k=1 k=1

b =220 1)

Helyettesitsitk be ezeket a kifejezéseket a (3) alatti rendszerbe.
Azutin még csak azt kell Kimutatni, hogy meghatirozhatok dgy a 2
multiplicatorok éx A nem negativus nnllllphcawrul\, hogy a (.)) alatti
relatidkat kielégitsék. De, ha a kovetkezd jeloléseket alkalmazzuk :

B AA = A=A A )
i1
(6) S Apilii = (A D =(A A'Ya,
/ £=1
3 ApiAvi = (A = (A A,
=1

akkor a (3) alatti relatick a helyettesitések rendén czeket ws alake-
kat oltik :

Ly A Ay K (A A W e Ay
(A Ay 2y H A Aoty +. . =0,

3 M A A e A )y W, AL A AN
(1) HAAY A+ Ad)ydat. =0,
=20, . .
(h=1.2..1, h=1,2....),

a hol az Ly és Mg tagok figgetlenck a 27 és 4 multiplicatoroktol.
Annak kell tehdt kiderdlni, hogy léteznek olyan 2’ és & mennyixégek,
a melyek beillenek ebbe a relatio-rendszerbe.

LegelGszir is vegyitk észre, hogy az egyenletekbdl a 2" mennyi-
ségek kiszdmithatok, mint a A mennyiségek fiigevényei. Ugyanix az
egyenleteknek a A" mennyiségek mellsl képezett determinansa  mds
determinansok négyzeteinek dsszege, a mely determinansok az (1) alatti
egyenletek coefficienseinek

' , ,
Ay, Ay Ay
Ay, Ay Alya

. . . e . . .

A’llll_- 4'1'13' BT -A'/n



rendszeréhsl az oszlopok szevint képezett Gsszes l-ed foki determinan-
sok. Mivel elézetes foltevésiink («) értelmében az (1) alatti egyenletek
fiiggetlenek egymdstol, gy ez l-ed fokd determinansok kozil legaldbh
egy nem zérus, 'k(’i\'etl\oml(\g a 2" mennyiségek mell6l a (7) alatti
cgyenletek utdin képezett determinans sem zérus.

Ha mir egyszer a A" mennyiségeket mint a A mennyiségek fiige-
vénveit a (7) alatti egyenletekbdl kiszdmitottuk, helyezzitk be ezeket
a fiigevényeket a (7) alatti egvenlstlenségekbe a 2" mennyiségek helyéhe.
Azutin még esak arrdl kell meggy6zddniink, hogy  meghatirozhatok
ey a4 mennyisbeek, hogy kielégitsék a helyettesitések utdn eladllo
egyenlitlenségeket és a mellett valamennyien =0 legyenck.

Eljiink a kovetkez jeloléssel :

(AA)e;  (AA)n (Ad V.. (AL Vs
(A',[),,' (A'A’)u (A'A’Y)l;' .- (‘A'A')l/
(8) (AA),; (AN (AAN.. (AA)y

( E("‘/'

(A'Ay; (AA)yy (AA).. (AAy

A kivetelt kiszdmitisok és helyettesitések utdn, konnyen filis-
merhetdleg, ezen a madon jegyezhetd az egyenltlenségek rendszere :

©) | 4\'k+(’{,,)\1+(".2)\2 Foo=0, (F=1,2,.))
| A==0, Ag=0, ...,
a hol az N tagok nem fiiggenek a A mennyiségektsl.

Aunnak a megmutatiza van még hitra, hogy ez a rendszer min-
dig megoldhato.

¢) Ha a A mennyiségek meghatirozhatok gy, hogy egyfeldl ne
legvenek negativusok, misfel6l pedig valamennyi Cgh + Crghy+. . féle
]\lfe_]eneh positivuy, azaz >0 legyen, akkor nyilvinképen barmely N
értékek esetében teljesithets a (9) alatti rendszer, mert akkor szitkség-
képen megvilaszthatok oly nagyoknak a A mennyiségek, hogy a (%)
alatt minden Np+Cihg,+. . kifejezés nagyobb legyen, mint zérus.

De valoban lehetséges a A mennyiségek ilyetén megvéilasztisa.
Ezt kell még beldtnunk. I véghdl véjuk ki a A mennyiségekre, hogy
teljesitsék a

l ('kl)‘1+('ki)‘2+ . '—()k" 0, (l = ], A )

¥ | =0 =,

egyenlitlenségeket. 19z okvetetlentl végrehajthatd kirovds, mert leg-
alabh ix megtelelhet annak az dsszes A mennyiségek eltiinéze. Azonhan
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az itk a kérdés, hogy az elGzetes kikitések («) sordn ebben a kirovds-
ban lchet-e egyszerre valamennyi U nagyobb, mint zérus?

Ha (10)-ben egyetlen 0 sem olyan, hogy esak zérus értéket
vehet 161, akkor lehet egyszerre valamennyi ), nagyobb mint zérus (111 2).
Hogyha tehdt nem léteznek olyan |u,|t,. ., £1.0s,. . nem negativus mul-
tiplicatorok, hogy legaldbb egy | nagyobb, miut zérus, &

10 s o A g d =0

akkor valamenuyi b lehet egyszerre nagyobb, mint zérus 2)!
Aumnak az eldontése vir még tehdt rednk, hogy a kévetkezd

rendszer nem dllhat meg gy, hogy legaldbl egy 1w nagyobh, mint zérus :

f

i -Cnt O+ =0 l
f

patCraltyt Couptat. . =0

Cldintése vigett szorozzuk meg az egyenleteket vendre a jup,t,,.. mul-
tiplicatorokkal s azutin adjuk  6ssze  Gket. Az eredményes egyenlet,
kinny(@ szerrel, erre az alakra vezethetd :

:E(AA);.,-{'.‘.{'.; ,\.‘4(.‘1:1")‘4{!.1. E(AAU&JL,@. . 2(1'141')‘./“;.
SA'A), 4y (A'AYy,, (XY, .. (LA)y
[ LR S S S(A" )y (A" A, (AN )y .. (AA) =0.

S(A )iy (A'A)yy (AA), (A A"y

,

Az it eldfordald determinans négyzetek dsszege. Még pedig, ha ehhil
a rendszerhil

‘\-"A“lkl!-‘-l‘: 4/1', 1 'l,'.‘I 3 vy /1'/,
E;/lkg'_lk, .44'1._-, ."1'_.:,. .y A’/z

r ’
-’\-“Akulkl-, A’Illy A Uny - oy A In |

I (=0, =20,..)

a sorok szerint minden (7+1)-ed fokd determinanst megalkotunk, azutdn
négyzetre emeljitk és dsszeadjuk azokat, akkor eljutottunk az egyenlet
determinans tagjihoz.

Mivel a |0+t 0.+ . sor csupa nem negativas tagokat tartalmaz,
anndl fogva az dsszes (I4+1)-ed fokd determinansoknak el kellene tinnidk,
Ehbial az kiavetkezntk, hogy ezek az egyvszerd fiiggvények :
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D PRTPRENV: PHTIR SRS v A PITTA
A’11~"1+Al]2"'2+~ N gty
“1,31"'1’{"4‘1‘22-1'2'*—. .A':],,-"il.

A'll ""] '1'11-, /.‘"':1+~ -/1, Inl'ne

nem fiiggetlenek egymdstol. De  minthogy a (v mmltiplicatorok nem
negativusok ¢ legaldbb egyikitk nem zérus, Ggy ez a kivetkesés dssze-
iitkizik az «) alatti kikotésekkel.

dy A D) és ¢) alatt ellterjesztett bizonyitisnak van egy hidnyos-
siga. Tz abban dll, hogy arra az esetre, ha az (1) alatti rendszer sem
explicite, sem implicite egyenletcket nem tartalmaz, nem alkalmazhato.
Ebben az esethen ugyanis a (7) alatti velatio-vendszer esupin  ezeknek
az covenlitlenségeknek o foglalata:

M+ AA W HAA) ot =0, (k=1,2..)

AN==0, }y=0, ...

Ha azonban most ezekre az  egyenldtlenségekre ugyanazt az
okfizost alkalmazzuk, a melyvet eléhb a (4) alatt 1évikre alkalmaztunk,
ahhoz az eredményhez jutunk, hogy az (AA)zh +(AA g+ . Kifeje-
siesek egyszerre mind nagyobbak lehetnek zérusndl, mert mdskilonben
SAp S diglte, sth. egyszerre mind  eltimhetnének, jollehet egyetlen
ivosem negativus és nem s mind zérus vagy egy sem az, a mi pedig
ellenkczik azzal a kikotésiinkkel, hogy az adott XAzn==0 egyvenldt-
lenségekhil oly egvenltlenség newm kivetkeztethetd, a melynek a hal-
oldala identicusan eltiinjék. Tzzel potlolag az eldbhi bizonyitds keretéhdl
kiesett lehetdxég is el van intézve.

4. Infinitesimalix rendszevek esete.

Az itt XV-ben lefolyt targvalisok, minden részletitkben, egyene-
sen az alaptitelhol fejlettek ki, Kivetkezileg az eldbbi, NIV, ezikk
értelmében, az infinitesimalis rendszerekrve ix vonatkoztathatok. A meg-
dllapitott tételek ezcket a vendszereket is megilletik.




