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De Bruijn-grafok mint halézati modellek
De Bruijn Graphs as Network Model

Grafuri De Bruijn ca modele de retele
Dr. KASA Zoltan

Babes-Bolyai Tudomanyegyetem, Kolozsvar
kasa@cs.ubbcluj.ro

ABSTRACT

A De Bruijn word for given q and k is a word over an alphabet with q letters, containing all k-length
words exactly once. The length of such a word is g*+k-1.

For a g-letter alphabet A the De Bruijn graph is defined as: B(q,k)= (V(q,k), E(q.k)) with V(q,k)=A* as
the set of vertices, and E(q,k)= A" as the set of directed arcs. There is an arc from Xixs...X; t0 yVa... Vi if
XoX3..Xk=VV2... Vi1, and this arc is denoted by x;x;...x; yi. In the De Bruijn graph B(q,k) a path (i. e. a walk
with distinct vertices) a;a;...ay,  Ax03...QAk+1, v, Qs 1Qrjss...Q, (¥>k) corresponds to an r-length word a,as;...
Arg+1...ay, Which is obtained by maximal overlapping of the neighboring vertices. For example in B(2,3) the
path 001, 010, 101 corresponds to the word 00101. De Bruijn graphs are suitable models for networks.

Every maximal length path in the graph B(q,k) (which is a Hamiltonian one) corresponds to a De Bruijn
word. In the directed graph B(q,k) there always exists an Eulerian circuit because it is connected and all its
vertices have the same indegree and outdegree q. An Eulerian circuit in B(q,k) is a Hamiltonian path in
B(q,k+1), which always can be continued in a Hamiltonian cycle.

The main aim of this paper is to study different properties of the De Bruijn graphs, their relations to the
complexity of words, and to formulate a new variant of the conjecture given in [1,3] on the number of arc-
independent Hamiltonian cycles in De Bruijn graphs. A morphism u is defined on words over A = {0,1, ..., g-
1} suchthat u (0) =0; u (i) =i+1, if I<i<qg-1; and u(q-1) = 1.

Conjecture: In the De Bruijn graph B(q,k) for ¢>2, k> 1, there exists a Hamiltonian cycle Hy such that
the Hamiltonian cycles H;, H,, ..., H,.,, obtained from H, by using the morphisms ,uk (k=1,2,..., q-2), together
with Hy are arc-disjoint Hamiltonian cycles.

Kulesszavak: De Brujin-grafok, halézati modell, élfiiggetlen Hamilton-korok

HALOZATI MODELLEK

Adott g-betiis 4 abécé folott értelmezziik a De Bruijn-grdfot. A B(q,k)= (V(q,k), E(q,k)) grafot, ahol a
graf csticsainak halmaza V(g k)=A", azaz az A folétti k hosszusagu szavak halmaza, iranyitott éleinek halmaza
pedig E(q,k)= A", azaz a k+1 hosszlsagh szavak halmaza, De Bruijn-grdfnak nevezziik. Akkor van él az
X1X3...x; cstcesbol az y;y,... v csticsba, ha x,x3...00=yy>... Vi1, €s ezt az élet xx;...x; yi-val jeloljik. A B(q.k)
grafban az a;a;...ay, a,as...ag+q, ..., QppeiQrpez...a, (r>k) Gtnak (olyan séta, amelyben a cstucsok mind kiilon-
bozbéek) megfeleltethetiink egy r-hosszusagu a;a,... ayai+;...a, sz6t, amelyet ugy kapunk meg, hogy a szom-
szédos csticsokat maximalisan atfedjiik. Példaul B(2,3)-ban a 001, 010, 101 utnak megfelel a 00101 sz6.

A De Bruijn-grafok a szamitogép-haldzatok jo modelljei a hiperkockakhoz (1. abra) hasonléan. Ebben
az esetben eltekintlink az élek iranyitasatol, kikiiszoboljiik a parhuzamos éleket ¢€s a hurkokat.

Az n-dimenzids hiperkocka esetében a graf csucsai n hosszusagu binaris szavak, és két csucs akkor van
Osszekotve egy nem iranyitott éllel, ha a hozzajuk rendelt szavak csupan egyetlen bitben kiilonbdznek egy-
mastol. A hiperkockak és De Bruijn-grafok azért alkalmasak halézati modellként, mert sok jo tulajdonsaggal
rendelkeznek. Ezek koziil egyik legfontosabb, hogy tobbszordsen 0sszefiiggdek, azaz egyes élek jelolte kap-
csolatok megsziinte esetén is megorzik Osszefiiggdségiiket. Cikkiinkben egy olyan sejtésrol lesz szo, amelyik
kimondja, hogy a B(g,k) De Bruijn-grafokban g-1 olyan élfiiggetlen it van, amelyek a graf minden pontjan
atmennek, tehat, ha ezek koziil ¢-2 Gton sériilnek élek, akkor is el lehet jutni minden cstucsbdol minden csticsba.
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2. abra. B(2,3) és B(3,2) De Bruijn-grafok

DE BRUIJN-GRAFOK TULAJDONSAGAI

A B(q,k) graf minden maximalis hosszisagl iranyitott itja Hamilton-ut, azaz tartalmazza a graf Osszes
csucsat. Egy ilyen Hamilton-ut mindig folytathat6é, hogy Hamilton-koér legyen, mivel utolsé €s els6 csucsa
kozott van iranyitott €él. Egy Hamilton-utnak megfelelé szot De Bruijn-szonak neveziink. Ez tartalmazza az
0Osszes k hosszusagl szot az A abécé folott, és a legrovidebb ilyen tulajdonsaggal rendelkez6 szo. A b(g,k)-val
jeldlt De Bruijn-sz6 hossza ¢"+k-1. A De Bruijn-grafokban mindig 1étezik zart Euler-vonal is (olyan zart séta,
amely tartalmazza a graf minden élét, egyszer és csakis egyszer). A kovetkezokben felsoroljuk a De Bruijn-
grafok néhany fontos tulajdonsagat.

1.

4.

S.
6.

A B(q,k) graf tetszbleges zart Euler-vonala a B(q,k+1) grafban Hamilton kor, ha £>1 és g>2 [1].

Ha ¢>2, akkor a B(q,k) grafbdl egy Hamilton-kor éleinek torlése utan kapott graf is 6sszefiiggd [7].
Itt 6sszefiiggdségen azt értjiik, hogy az élek irdnyitasanak elhagyasaval a graf 0sszefiiggd, azaz bar-
mely két pontja kozott van 1t.

Ha ¢>2, akkor a B(q,k) graf barmely Hamilton-kore folytathat6é ugy, hogy zart Euler-vonalat kap-
junk [1].

Ha a B(2,k) gratban az aja,...ax axas...ag+, ..., X1Xp...x¢ Gt Hamilton-ut, akkor az xpx3...x,0 és az
X2x3...xx1 a Hamilton-ut csticsai, és az egyik egyenlé az a;a;...ay csticcsal.

A B(q,k) graf barmely két csucsa kdzott 1étezik k£ hosszusagu séta.

A B(q,k) graf tartalmaz m hosszisagu iranyitott kort minden 1 < m < ¢* esetben [8].

Sok algoritmus létezik De Bruijn-sz6 (igy egyben Hamilton-ut) generalasara. Itt csupan Martin al-
goritmusat mutatjuk be [6]. Legyenek az abécé betlii a 0,1,2,..., g-1 szamok (a ¢ alapu szdmrendszerben szam-
jegyek), jeloljiik ezeket sorra az a) a, . a4 jelekkel.
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Az aia,...a; (k-szor) sz6bdl indulunk ki, és jobbrol hozzaillesztlink egy-egy betiit a kovetkezok szerint:
az olyan legnagyobb indexii ¢;-val folytatjuk a szot, amelyre fennall az, hogy az utolsé & betiibdl alkotott rész-
sz6 (beleértve az a,-t is) még nem szerepel a szoban. Addig folytatjuk, ameddig csak lehetséges. Be lehet bi-
zonyitani [6], hogy csak akkor nem lehet mar folytatni, amikor minden k& hosszisagu sz6 mar szerepel ponto-
san egyszer a szoban. Természetesen, ekkor a szo hossza ¢*+k-1.

MARTIN (A) :
for i:=1,2, .., k do b; := a; endfor
i := k
repeat
megdll := true

j :=n
while j>1 do
if Dbi_xi2b;_gi3..bia; nem részszava b;b,.b;-nek
then 1 := i+1
bi J=ay
megdll := false
exit while
else J := j-1
endwhile
until meg&dll
return b

Példa. Legyen 4 ={0,1}. Keresiink egy b(2,3) De Bruijn-szot.

000-val kezdiink.

Hozzailleszthetjiik az 1-est. A kapott sz6: 0001.

Hozzailleszthetjiik az 1-est. A kapott sz6: 00011.

Hozzailleszthetjiik az 1-est. A kapott sz6: 000111.

Most mar csak a 0-t illeszthetjiik, mivel 111 mar szerepel (atfedéssel). A kapott sz6: 0001110.
Hozzailleszthetjiik az 1-est. A kapott sz6: 00011101.

Ismét csak a 0-t illeszthetjiik, mert 011 mar szerepel a széban. A kapott sz6: 000111010.
Ismét csak a 0-t illeszthetjiik, mert 101 mar szerepel (atfedéssel). A kapott sz6: 0001110100.
Nem lehet folytatni sem 1-gyel, sem 0-val. Tehat, a keresett szo 0001110100.

ELFUGGETLEN HAMILTON-KOROK DE BRUIJN-GRAFOKBAN

Két Hamilton-kort élfliggetlennek neveziink, ha nincs k6zos éliikk. Egy olyan sejtéssel foglalkozunk (1.
sejtés), amelyet tobb évtizede nem sikeriilt bizonyitani. Atfogalmazasunk (2. sejtés) segithet a bizonyitas meg-
talalasaban.

1. sejtés. [1,3] A B(q,k) grafban, ahol g>2 és k>1, 1étezik g-1 élfiiggetlen Hamilton-kor.

Ertelmezziik a x morfizmust az 4 = {0,1,..., g-1} abécé betiiibd] képzett szavakon:

1(0)=0
w(@)=i+1,ha 1<i <g-1
mg-1)=1.

Konnyt belatni, hogy 1% (1) = u tetsz6leges u szora.

Példa. Legyen adott a w =00102113230331220 sz6 az 4 = {0,1,2,3} abécé felett. Ekkor
w(w)=00203221310112330
1(w) =00301332120223110
1 (w) =00102113230331220.

Egy De Bruijn-sz6bol Hamilton-kor kaphatd (és forditva). Legyen H, egy ilyen Hamilton-kor. Al-
kalmazva a ,uk morfizmust minden k=1,2,... g-2 értékre a H,, H,, ..., Hy, Hamilton-kéroknek megfelelé De
Bruijn-szavakat kapunk.

2. sejtés. [4] A B(q.k) grafban ¢>2, k>1 esetén létezik egy H, Hamilton-kor Gigy, hogy a belSle a
(k=1,2,...9-2) morfizmusok altal kapott H,, >, ..., H,, Hamilton-korok a Hy-val egyiitt élfliggetlenek.
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Példak élfiiggetlen Hamilton-korokre (De Bruijn-szavak segitségével):
B(3,2): Hy: 0011220210
H,: 0022110120

B(3,3) Hy:00010021011022202012111221200
H;:00020012022011101021222112100

B(42)  H, 00102113230331220
H;: 00203221310112330
H>: 00301332120223110

B(5,2)  Hy:00102112041422430332313440
H,:00203223012133140443424110
H,: 00304334023244210114131220
H5:00401441034311320221242330.

A 2. sejtésbeli Hy Hamilton-kornek megfelelé De Bruijn-szot reprezentativ De Bruijn-szonak nevezziik.

A sejtés tehat az, hogy mindig létezik reprezentativ De Bruijn-sz6. Be lehet bizonyitani, hogy a Martin-
algoritmus soha nem general reprezentativ De Bruijn-szot [5].

Egyéb reprezentativ De Bruijn-szavak:
b(6,2)=0010211204131403325235505154534422430
b(7,2)=00102112041306140315055162252353436442463326545660
b(4,3)=000100210110201202310301311121130221232031323003332133122330322200

Szamitogéppel sok esetben ki lehet probalni sejtésiinket. A bizonyitashoz jo lenne olyan algoritmust ta-

lalni, amelyik bizonyithatdan reprezentativ De Bruijn-szavakat general.
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Algoritmusok hatékonysaganak novelése
a binaris keresés elvének alkalmazasaval

Improving the Performance of Algorithms
Using the Principles of Binary Search

Marirea eficientei algoritmilor prin
folosirea principiului cautarii binare

Dr. IONESCU Klara, Drd. PATCAS Csaba

Babes-Bolyai Tudomanyegyetem, Kolozsvar
clara@cs.ubbcluj.ro, patcas.csaba@gmail.com

ABSTRACT

When analyzing the performances of our algorithms, we are interested in two important things: the time
of execution and the dimension of the needed memory space. Obviously, an algorithm will be more efficient
than another, if the first one has a shorter time of execution and it needs a smaller memory space. Thus, when
we want to increase the performance of an algorithm, we focus either on the time of its execution or on the
needed memory space. If we are lucky, maybe we succeed in improving both of these properties of our
algorithm.

In this article we present a few algorithmic/programming task and we propose algorithms designed with
the Divide and Conquer method, more exactly with the idea of the binary search, in order to obtain a better
execution time.

Kulcszavak: Binaris keresés, hatékonysag, feladatok

1. A BINARIS KERESES

Bizonyos feladattipusok esetében a megoldasként javasolt linedris algoritmus egy logaritmikus bo-
nyolultsaguval helyettesithetd, ha felhasznaljuk a bindris keresés elvét. Miel6tt ratérnénk adott feladatok meg-
oldasat képezd algoritmusok bemutatasara, lassuk az Oszd meg és Uralkodj elvére alapuld binaris keresés
klasszikus algoritmusat!

1.1. Feladat — Keresés
Adva van egy n egész szambdl dall6, névekvéen rendezett sorozat. Allapitsuk meg egy adott szam helyét a
sorozatban! Ha a keresett szam nem talalhato meg a sorozatban, a helynek megfelel6 valtozo értéke legyen 0!
Megoldas
Legyen a rendezett sorozat x; < x, < ... < x,. Egy bizonyos értéket keresiink (keresett), amelynek a helye
ismeretlen. Az Oszd meg és Uralkodj modszer alapotletére timaszkodva a sorozatot két részre osztjuk: az x; ,
.1 Xxszép-1 €S AZ Xiszépi1, - - -, XnTészsorozatokra. Vegyiik észre, hogy az xy;.¢, elem nem tartozik
egyik részsorozathoz sem. Ezt az elemet kiilon vizsgaljuk és a vizsgalat eredményétdl fiiggéen az algoritmus
befejezddik vagy az eredeti elképzeléshez hasonldan folytatodik valamelyik részsorozatra. A kovetkezd esetek
fordulhatnak el6:
1. keresett = xus,4p = keresett a sorozatban a k&ézép helyen talalhato;
2. keresett < Xus.4o = mivel a sorozat rendezett, a keresett szamot a sorozat elsd (x;, ...,
Xrszep-1) Telében keressiik tovabb;
3. keresett > Xps,ep = a keresett szdmot a sorozat masodik (xxsse0:1, - - -, X,) felében keres-
stik tovabb.
Kovetkezésképpen, a keresett elem megkeresése atalakul egyetlen feladatta: keressiik az elemet
vagy azZ Xpa1, - - - Xrszép-1 SOrozatban, vagy az Xszep+1, - - -, Xjopp SOrozatban. El6bb bemutatjuk az
algoritmus rekurziv valtozatat:
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Algoritmus Bin_keres_Rekurzivan (bal, jobb, hely) :
{ Bemeneti paraméterek: bal, jobb — a vizsgalt részsorozat elsé és utolso indexe }
{ Kimeneti paraméterek: hely — a keresett elem indexe az eredeti sorozatban }

{ az algoritmust az 1, n bemeneti paraméterértékekre hivjuk meg }
Ha bal > jobb akkor

hely < 0 { ha keresett nem talalhato meg a sorozatban, a hely valtozo értéke 0 }
kiilénben
kézép <« | (bal + jobb) /2] { felosztas: kiszamitjuk a sorozat kozepén talalhato elem indexét }
Ha keresett = x[k6zép] akkor
hely « ko&zép { keresett a sorozatban a kdzép helyen talalhato }
kiilénben

Ha keresett < x[ko6zép] akkor
Bin_keres_Rekurzivan (bal, kézép-1,hely)

{ az Xpap, .., Xpszep1 Yészsorozatban keresiink tovabb }
kiilénben

Bin_keres_Rekurzivan (kdézép+1l, jobb, hely)
{ Gz Xyszept1s - Xjopp Tészsorozatban keresiink tovabb }
vége (ha)
vége (ha)
vége (ha)
Vége (algoritmus)

E feladat esetében is 1étezik egy iterativ megoldas, amely a végrehajtas idejét €s a sziikkséges memoriat
tekintve is hatékonyabb, mivel nincs sziikség veremre és veremmel kapcsolatos miiveletekre.

Algoritmus Bin_Keres_Iterativan(n,x,keresett,hely):
bal « 1
jobb ¢« n
hely < 0
Amig (hely = 0) és (bal < jobb) végezd el:
k&ézép « | (bal + jobb) /2]
Ha x[k6zép] = keresett akkor
hely « kozép
kiilénben
Ha x[k6zép] > keresett akkor
jobb « kozép - 1
kiilénben

bal « kozép + 1
vége (ha)
vége (ha)
vége (amig)
Vége (algoritmus)

2. ALGORITMUSOK BONYOLULTSAGANAK CSOKKENTESE A BINARIS KERESES EL-
VENEK ALKALMAZASAVAL

A kovetkezokben bemutatunk néhany feladatot, amelyeknek megoldasaiban felhasznaljuk a binaris ke-
resést. Nem olyan feladatokra gondolunk, amelyekben a keresés megjelenik mint explicit részfeladat, hanem
olyanokra, amelyekben az eredmény egy olyan érték, amelynek értéktartomanyat ismerjiik, ugyanakkor lehet-
séges a ,,talalgatas” a bindris keresés algoritmusanak alkalmazasaval.

2.1. Feladat — Osszeg

Legyen egy n elemii (3 < n < 100000) kiilonbozo természetes szamokat tartalmazo sorozat és az S ter-
meészetes szam. Valasszunk ki az adott sorozatbol harom elemet, amelyeknek az 6sszege pontosan S!

Megoldas

Eszrevessziik, hogy részletosszegeket kell szamitanunk, de pontosan harom elem 6sszegét hasonlitjuk S-sel.

A feladat megoldhaté harom egymasba agyazott Minden ciklussal is. Sajnos, az n értéke miatt ez a
megoldas nem biztos, hogy befér egy esetleges idohatarba.

Ha a megoldasba beépitjiik a binaris keresést, a bonyolultsag O(n’log n) lesz:

¢ Rendezziik az adott sorozatot.

o Két Amig ciklussal kivalasztunk a sorozatbol két elemet (legyen ezeknek indexe i €s j).
Megkeressiik az S — a; — a; értéket a binaris keresést alkalmazva.
A megoldast tovabb javitjuk (pl., ha a; értéke meghaladja S-t, kilépiink az els6 Amig-bol stb.).
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Algoritmus Generdl(n,a,S,i,j, k):
{ Bemeneti paraméterek: n — a sorozat mérete, a — az adott sorozat, S - az adott dsszeg }
{ Kimeneti paraméterek: 1,j,k — harom index a sorozatban (a megfeleld indexii elemek dsszege S) }
megvan ¢« hamis
i1
Amig not megvan és (i < n) és (a; < S) végezd el:
o« i+ 1
Amig not megvan és (j < n) és (a; + aj < S) végezd el:
BinKeres (a,j+1,n, S-a;-a;j, k) { ha S-a;-aj megtaldlhaté a sorozatban, a j+1 indexii elem utdn, }
Ha k # 0 akkor { akkor k értéke egy index, kiilonben k értéke 0 }
megvan <« igaz
vége (ha)
j o« 3Jj+1
vége (amig)
ie«1i+1
vége (amig)
Vége (algoritmus)

2.2. Feladat — Labirintus

Egy labirintust egy n X n méretii négyzetes tombbel kodolunk. Az (i, j) helyen levd 1 érték falat jelent, a O
szabad helyet. Adottak még a kiindulasi és az érkezési pontok koordinatdi.

Irjuk ki annak a legnagyobb teriiletii négyzetnek a méretét, amely eltolhaté a kiinduldsi ponttél az érke-
zési pontig, tudva, hogy egy k oldalhossziisdgii négyzet minden pillanatban I’ helyet foglal el az eredeti tomb-
ben és csak vizszintesen, vagy fiiggdlegesen mozgathato ugy, hogy ne haladjon at falon.

Megoldas

Ha a négyzet oldalhossza 1 volna, a feladatot megoldhatnank a dinamikus programozas modszerével,
vagy egy egyszerl, sz¢élességi bejarashoz hasonl6 algoritmussal.

A nehézséget az okozza, hogy minden Iépésben ki kell keriilniink a falat. Jo lenne, ha egy k oldal-
hosszlisagl négyzet eltolasa eldtt nem kellene megvizsgalnunk & szomszédos helyet, (mondjuk a jobb oldallal
szomszédosakat, ha jobbra akarunk mozdulni). Kiszamithatnank el6re, minden poziciora a legnagyobb oldal-
hosszusagot, aminek megfeleld négyzetet az illetd helyrdl el lehet tolni mind a négy iranyban. Tehat, megpro-
balunk eltolni egy 1, 2, 3 stb. oldalhosszl négyzetet, amig a koltoztetés lehetséges, majd kivalasztjuk a legna-
gyobb méretii négyzetet amit el lehetett tolni.

Ha figyelmesebben elemezziik a fenti gondokat, megallapithatjuk, hogy ezek kikiisz6bolhetdk. Olyan al-
goritmust javasolunk, amely kevesebb memoria hasznalataval, ugyanakkor gyorsabban dolgozik. Eszrevesz-
sziik, hogy egy adott poziciobol valamely iranyba tolhaté négyzet mérete megkaphat6 a kiindulasi és a végso
pozicioba elhelyezheté négyzetek méreteinek minimumabél. Ezek a négyzet-méretek megkaphatok O(n?)
idében, a dinamikus programozas modszerének segitségével.

Az algoritmus javitasa abban all, hogy felhasznaljuk a bindris keresést az oldalhossz megkeresésere.
Eszrevessziik, hogy a legnagyobb (elvben eltolhat6) négyzetnek a mérete n, a legkisebbé 1. Tehat az 1 és n
kozotti szamok kozott meg kell talalnunk azt a legnagyobbat, amelynek egy eltolhatd négyzet felel meg. Leg-
elobb egy n/2 oldalhosszi négyzetet probalunk eltolni; ha ez sikeriilt, megprébalunk egy 3 n/4 oldalhosszut,
egyébként egy n/4 oldalhosszut stb. Minden kiprébalando oldalhossz esetében (6sszesen log n ilyen hosszusa-
gunk lesz) megoldjuk a feladatot egy szélességi bejarassal.

Ezéltal a feladatot megoldo algoritmus bonyolultsaga O(n” - log n).

Sziikségiink lesz két darab egydimenzidos segédtombre, amelyeket konstanstombokként fogunk hasz-
nalni: dx=(-1,0,0,1) és dy=(0,-1,1,0). A tdmb elemeit a négyzetek megkeresésekor a kovetkezo pozicid meg-
adasara hasznaljuk. Egy adott helyrdl 4 iranyba lehet menni, ennek megfelelden a két segédtomb indexeinek
jelentése: 1 — fel, 2 — balra, 3 — jobbra, 4 — le.

Példa
102 165
1111100000
000O0O0O0O0OOODO
000O0O0O0O0OOODO
0000100000
1100111111
1100000111
11000001112
1111011111
1111011111
1111000011

Eredmeény
2
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Algoritmus Epit_MaxNégyzet (n,a,MaxNégyzet) :

{ Bemeneti paraméterek: n a labirintus mérete, a a labirintusnak megfeleld kétdimenzios tomb }

{ Kimeneti paraméter: MaxNégyzet segédtomb, minden poziciora tarolja a legnagyobb négyzet oldalhosszat, }

{ aminek bal felsé sarka az adott pozicioba keriilhet MaxNégyzet méretei: [0. .n+1,0..n+1], }

{ ahol a 0 és n+1 indexii sorok és oszlopok bekeretezik a labirintust ahhoz, hogy ne léphessiink ki beldle }

{ feltéltjiik a MaxNégyzet tombdt 0-val }

Minden g=n,1,-1 végezd el:
Minden w=n,1,-1 végezd el:
Ha ay, = 1 akkor

MaxNégyzety, ¢ 0
kiilénben

{fal'}

MaxNégyzety, ¢— 1 + min(MaxNégyzetgy,1,,, MaxNégyzety, .1, MaxNégyzetq,i, 1)
vége (ha)

vége (minden)
vége (minden)
Vége (algoritmus)

Algoritmus BF (MaxNégyzet,méret) :

{ Fiiggvény tipusu algoritmus: szélességi bejaras (Breadth First) }
{ Bemeneti paraméter: MaxNégyzet, méret — az eltoldsra javasolt segédtomb mérete }
{ Kimenet: igaz, ha el tudtunk jutni a végsd pozicioba ezzel a mérettel }

Ha MaxNégyzet,; 1 = méret akkor
{ feltoltjiik a volt segédtombit a hamis értékkel }

{ volt — kétdimenzios segédtomb, amelyben nyilvantartjuk, hogy mely mezdket érintettiik }

volty,,1 ¢ igaz

sor.elsé « 1

sor.utolsd « 1
sor.vy.xX ¢ x1
sor.vy.y « vyl

Amig (sor.elsdé < sor.utolsd) és (nem volty, .,,) végezd el:

AKtX ¢ SOY.Veigs-X

AKLY ¢ SOr.vVeiss-VY
Minden g=1,4 végezd el:

{ sor segédtomb, a szélességi bejarashoz sziikséges varakozasi sor }

Ha nem voltAktXﬁqu,Aktyﬁh,q és (MaxNégyzetAktx+dxq,Akthyq < méret) akkor

sor.utolsd < sor.utolsd + 1
SOr .Vyto1s6-X €= AKEX + dxg
SOr .Vyto1s6-Y € AKLY + dyg

volt

Viutolsé.x’ Vutolsé. v

vége (ha)
vége (minden)
sor.elsé ¢ sor.elsdé6 + 1

vége (amig)

BF ¢ vOlty;,

kiilénben

BF <« hamis

vége (ha)

Vége (algoritmus)

Algoritmus Bindris_Keresés (n,MaxNégyzet, lent) :
{ Bemeneti paraméter: a keresés utan megoldjuk a feladatot a MaxNégyzet felhasznalasaval }
{ Kimeneti paraméter: lent — a megtalalt eltolhato négyzet oldalhossza }

lent « 1
fent ¢« n
Amig lent < fent végezd el:
k6zép « [(lent+fent) /2]
Ha BF (MaxNégyzet, k6zép) akkor
lent ¢« ko6zép
kiilénben
fent ¢« kozép - 1
vége (ha)
vége (amig)

Ha nem BF (MaxNégyzet, lent)

lent « 0

vége (ha)

Vége (algoritmus)

<« igaz

akkor
{ nincs megoldas }

10
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2.3. Feladat — Ut

Adott egy irdanyitatlan grdf. Minden éléhez hozzdrendeliink egy hossziisagot és egy veszélyességi faktort. Ir-
Junk ki egy olyan utat, amely az 1-es csomdopontot osszekoti az n-edikkel és amely uthoz tartozo élek legnagyobb
veszelyességi faktora a lehetd legkisebb! Ha tobb ilyen ut létezik, akkor a legrovidebbet kell megtalalnunk.

Példa
csomopontok szdma = 4, élek szdma =5
él hossz veszélyességi faktor
[1,2] 1 5
[1,3] 2 5
[1, 4] 1 10
[2,4] 1 5
[3,4] 2 5
Eredmény:
Ut hossza: 2
Ut: 1-2-4
Megoldas

Van megoldas a dinamikus programozas modszerével. , Osszerakjuk” a veszélyességi faktort a kolt-
séggel: olyan valos szamokkal dolgozunk, amelyeknek egész része a veszélyességi faktor, tortrésze pedig a
hosszusag. Ennek az algoritmusnak bonyolultsaga O(n maxVeszélyességiFaktor) lenne.

Ennek a feladatnak a megoldasaban a bindris keresést a veszélyességi faktor fiiggvényében végezziik.
Az ¢éleket a veszélyességi faktor szerint rendezziik és a keresés kdzben minden kivalasztott értékre meghata-
rozzuk a legrovidebb utat Dijkstra algoritmusaval ugy, hogy csak a binaris kereséssel kivalasztott értéknél
kisebb vagy egyenl6 veszélyességi faktorral rendelkezo éleket vessziik figyelembe.

Ennek a megoldasnak bonyolultsaga O(n* log maxVeszélyességiFaktor), ami javithatdo Dijkstra al-
goritmusanak hatékonyabb implementalasaval.

Az alabbi algoritmus végrehajtasa elott feltoltjiik a hossz és a veszély tomboket 0-val, majd be-
olvassuk az éleket és a megfeleld hosszusagokat és veszélyességi faktorokat. Meghatarozzuk a veszélyességi
faktorok maximumat (mvVeszély). A végtelen egy megfelelden nagy érték, amelyet Dijkstra algoritmu-
saban hasznalunk.

Algoritmus Dijkstra(n,m,hossz,veszély, mVeszély) :
{ Fiiggvény tipusu algoritmus }
{ meghatarozza, hogy megoldhato-e a feladat a javasolt maximalis veszélyességi faktorral }
{ Kimenet: igaz, ha el tudtunk jutni a végsd pozicioba a mVeszély veszélyességi faktorral }
{ Bemeneti paraméterek: n. — a graf csomopontjainak szama, m — a grdf csomopontjainak szama }
{ hossz — az élek hosszanak sorozata, veszély — a veszélyességi faktorok sorozata }
{mVeszély — a maximdlis veszélyességi faktor, a beolvasdssal parhuzamosan hatdarozzuk meg }
{ ez lesz a binaris keresés felsé hatdra az elsd iteracioban }
{ feltoltjiik a volt segédtombot a hamis értékkel }
Minden g=1,n végezd el:
Ha (hossziq # 0) {halétezikél} és (veszély,, < mVeszély) ({ csak ezeket vessziik figyelembe }
akkor
dy ¢ hosszig
elézéy «— 1 { az el6z6 tomb megdrzi az uton taldalhato csomdpontokat }
kiilénben
dq ¢ végtelen
vége (ha)
vége (minden)
volt, < igaz
Minden g=2,n végezd el:
iMin « O
Minden w=1,n végezd el:
Ha nem volt, és ((iMin = 0) vagy (djui. > d,)) akkor
iMin ¢« w
vége (ha)
vége (minden)
Ha d;y;, = végtelen akkor { lehet, hogy nem juthatunk el az dsszes csomopontba }
Dijkstra « d, # végtelen { eljutottunk az n-edik csomopontba? }
{ ekkor kilépiink az algoritmusbol, a fiiggvény hamis értéket térit }
vége (ha)
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voltimin € igaz
Minden w=1,n végezd el:

Ha nem volt, és (hosszZjyi,,. # 0)
(dy > dimin + hossziyin,,) akkor

dw — diMin + hOSSZiMin,w
elbzd, ¢ iMin
vége (ha)
vége (minden)
vége (minden)
Dijkstra ¢ igaz
Vége (algoritmus)

Algoritmus Ut_kiir (csdcs):
Ha csucs # 1 akkor
Ut_kiir(eléz8espes)
vége (ha)
Ki: cstucs,' '
Vége (algoritmus)

Algoritmus BinKeres:

lent « 1

fent ¢« mvVeszély

Amig lent < fent végezd el:
m < [(lent + fent) /2]
Ha Dijkstra(m) akkor

fent ¢ m
kiilénben

lent ¢« m+l
vége (ha)

vége (amig)

Ha Dijkstra(lent) akkor
Ri: 'Ut hossza:',6d,
Ut_kiir(n)

kiilénben
Ki: 'Nincs megoldéas'

vége (ha)

Vége (algoritmus)

2.4. Feladat — Deszkak

(veszélyiyin,w < mMVeszély) és

Ket fiiggbleges fal egymastol t tavolsagra taldalhato. Egy h, hosszusdgi

deszkat az egyik fal alapjatol a masik falnak tamasztunk. Egy h, hosszusagu
deszkat a masik fal alapjatol az elsé falnak tamasztunk. A két deszka m magas-
sagban érinti egymast egy pontban, amely valahol a két fal kozott talalhato.
Szamitsuk ki t-t hy, hy és m ismeretében (megengedett hibalehetéség 107).

Megoldas

hy

Eszrevessziik, hogy a magassag, ahol a két deszka taldlkozik né, ha a keresett ¢ tavolsdg csokken, és

csokken, ha ¢ nd.

Atfogalmazzuk a kovetelményt: keressiik meg azt a legnagyobb ¢ értéket, amelyre a magassag, ahol a

két deszka talalkozik ne legyen kisebb mint m!

Felhasznaljuk a binaris keresést a ¢ értékének megkeresésére. A kiindulasi érték: Min(h,, h,)/2.
Ha ismerjiik a ¢, 1y, h, értékeket, az érintkezési pont magassagat kiszamitjuk sikmértan ismeretekkel.
Ha a kiszamitott magassag nagyobb mint az adott m, akkor noveljiik #-t, kiillonben csokkentjiik.
A szamol (hl,h2, t, sz) algoritmus kiszamitja sz-ben a magassag értékét ¢ aktualis kozelito értékére.

Algoritmus Szamol (hl,h2,t,sz):
X 4« négyzetgydk (hl*hl-t*t)
v ¢ négyzetgydk (h2*h2-t*t)
sz — (X*y)/ (x+y)

Vége (algoritmus)

Algoritmus Deszkdk (m,hl,h2,t):
megvan < hamis
Amig nem megvan végezd el:

12
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t ¢« (min + max)/2
Sz&mol (hl,h2,t,sz)
Ha | sz - m | < 0.0001 akkor

megvan ¢ igaz
kiilénben
Ha sz > m akkor

min < t
kiilénben

max <« t
vége (ha)
vége (ha)
vége (amig)
Vége (algoritmus)

2.5. Feladat — Ladak
Koltozik a muzeum. A targyakat kocka alaku, kiilonbozo méretii ladakba csomagoltak. Kicsomagoldaskor
tobb személy dolgozik egyidoben, és a rendetlenseg elkeriilése végett, azokba a helyiségekbe, ahol kicsomago-
las folyik, felszereltek egy futoszalagot, amelyre az iires ladakat helyezik, a nyitott fedeliikkel folfele. A futo-
szalag végéhez egy robotot dllitottak, amelynek az a feladata, hogy osszeszedje a laddkat és ugy helyezze egyi-
ket a masikba (ha lehet) hogy végiil a ladacsomagok szama a leheté legkisebb legyen. A robotot egy program
iranyitja ugy, hogy:
— A ladakat az érkezésiik sorrendjében szedi le a futoszalagrol.
— Az aktudlis ladat csak egy nala nagyobb méretii ladaba helyezi.
— Ha nincs olyan megkezdett csomag, amelybe elhelyezhetd az aktuadlis lada, akkor ez a lada egy uj cso-
mag elso ladaja lesz.
— Egy megkezdett csomagba csak egyetlen ladat helyez, vagyis nem helyez két ladat egymds mellé, meg
akkor sem, ha ez egyébként lehetséges volna.
— Egy elhelyezett ladat, tobbé nem mozgat.
— Egy megkezdett csomagot nem helyez egy masik csomagba még akkor sem, ha ez egyebkeént lehetséges
volna.
— Egyetlen ladat sem hagy figyelmen kiviil.

Irjunk programot, amely a laddk szamdnak (0 < n <15 000) és méreteinek (1 < lada_méret < 10 000) is-
meretében meghatdrozza a csomagok lehetséges legkisebb szamat, valamint minden csomag esetében az illeto
csomagban talalhato ladakat.

Példa

n =10, méretek = (4, 1, 5, 10,7, 9, 2, 8, 3, 2)
Eredmény:

Ladacsomagok szama: 4,

Csomagok:

1. csomag = (4, 1)
2. csomag = (5, 2)
3. csomag = (10, 7, 3, 2)
4. csomag = (9, 8)
Megoldas
Ha félretessziik a mesét, észrevessziik, hogy a feladat tulajdonképpen azt kéri, hogy az adott sorozatot
bontsuk fel minimalis szam novekvd részsorozatra. A feladat megoldhatd egy moho algoritmussal, amely
mindig a legkisebb olyan ladaba csomagol, amelybe lehetséges. Eszrevessziik, hogy igy a ladacsomagokba
utoljara elhelyezett ladak mérete ndvekvd sorozatot alkot, tehat a megfeleld csomag megkeresése lehetséges
binaris kereséssel. Ugyanakkor az is vilagos, hogy nem egy ismert értéket kell megkeresniink, hanem egy
olyat, amely legkisebb az adott szamnal nagyobbak kdzott.
A gondot az adatok tarolasa okozza, hiszen, ha a ladak csokkend (vagy ndvekvd) sorrendben érkeznek, a
kovetkezo két legrosszabb esettel allunk szemben:
1. Ha a ladak csokkend sorrendben érkeznek, egyetlen csomagba befér minden lada, tehat egyetlen n6-
vekvo részsorozatunk lesz, aminek a hossza legtébb 15 000.
2. Ha a ladak novekvd sorrendben érkeznek, akkor minden érkez6 lada 0j csomagnak felel meg, tehat
legtobb 15000 darab egy elemii részsorozatunk lesz.
A fentieket figyelembe véve egy 15 000x15 000 méretli tombot kellene 1étrehoznunk, ami (ha lehetséges
a valasztott programozasi kdrnyezetben) nagyon nagy tarpazarlast jelent, hiszen még tarolnunk kell a csoma-
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gok hosszat is egy legtobb 15 000 elemili tdmbben. A megoldast a dinamikus tarkezelés hozza: minden cso-
mag egy verem tipusu lista lesz, amelynek a feje az utoljara elhelyezett lada méretét tartalmazza. A binaris
keresést a veremfejek sorozatan végezziik: ha nem taladlunk olyan ladat, amelybe az aktualis lada elhelyezhetd,
akkor 1j csomagot inditunk, kiilonben elhelyezziik az aktualis ladat a megfeleld csomag tetejére. Végiil kiirjuk
a létrehozott verem tipusu listak szamat és ezeknek tartalmat. Megjegyezziik, hogy a csomagok tarolasat stati-
kusan is elvégezhetjiik, egy 15 000 elembdl allé vektor segitségével, melyben minden ladara taroljuk, hogy
melyik 1adat helyeztiik el benne.
A keresést az alabbi algoritmussal végezziik, amelyben felismerhet6 a binaris keresés:

Algoritmus Keres (bal, jobb,uj) :

{ keressiik a bal..jobb sorszamu csomagok kozt azt, amelybe elhelyezheto az 0 méretii lada }

{ Bemeneti paraméterek: bal, jobb a ladacsomagok tombszakaszanak kezdo és végpontja }

{ az 0j méretii ladat fogjuk elhelyezni }

Ha bal > jobb akkor { sikertelen keresés, }

jobb <« jobb + 1
csomagokszama <« jobb
Helyez (csomagok, csomagokszdma, uj)
{ Uj csomagot kezdiink, a jobb sorszdmi utdn }

kiilénben
Ha csomagok[bal]”.méret > Uj akkor { sikeres keresés }
Helyez (csomagok, bal,4j) { az Oj méretii ladat a bal sorszamu csomagba tessziik }
kiilénben
kozép « [(bal+jobb) /2] { tovabb keresiink }

Ha Uj < csomagok[k&zép]”.méret akkor
Keres (bal, kdzép,uj)

kiilénben
Keres (kdzép+1, jobb, ij)

vége (ha)

vége (ha)
vége (ha)
Vége (algoritmus)

3. KOVETKEZTETESEK

A 3. és 4. feladatok megoldasai a kdvetkezo altalanos szabalyhoz vezetnek: ha egy maximalis értéket
kell meghataroznunk, amelynek olyan kovetelményeknek kell eleget tennie, amelyek ha teljesiilnek egy bizo-
nyos értékre, akkor biztosan teljesiilnek az ennél kisebbekre, akkor a bindris kereséssel €s a feltételek utdlagos
ellendrzésével log n 1épésben eredményt kapunk.

A szabaly alkalmazhaté minimum esetében is.

Az elv alkalmazasa az algoritmus végrehajtasi idejének csokkentését eredményezi, de ehhez elobb be
kell latnunk, hogy ez lehetséges, majd meg kell talalnunk az alkalmazas modjat.
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Fordité automatak
Automata for Compilers

Automate pentru compilatoare
Dr. KOVACS Lehel Istvan
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klehel@ms.sapientia.ro

ABSTRACT

The spread of compilers allows the high-level communication with computers. At the beginning prog-
ramming could be accessed only by scientists but the development of applications, the programming made
possible the access of other persons from the collectivity. This fact become possible due to the development of
programming languages and compilers, which are able to translate a program written in a complicated
language to cod which can be understand by the computer.

Our aim is to present a compiler development method, which uses special automata, automata-systems
to realize a compiler.

Kulcsszavak: Forditoprogram, automata, adaptiv forditoprogram, automata rendszer

1. KLASSZIKUS AUTOMATAK

A forditoprogramok egyik megvalositasi modszere automatak segitségével torténik. [1.] igy definialta a
véges determinisztikus automatat:

1. definicio: Egy véges determinisztikus automata az 4 = (Q, X, 0, qo, F) rendezett 6tos, ahol:
e () véges, nem iires halmaz, a bels6 allapotok halmaza

X véges, nem lires halmaz, a bemeneti abécé

0. OxX — Q az atmenetfuggvény

qo€ Q akezddallapot

F c Q avégallapotok halmaza

A véges automatak a legegyszeriibb automatak. Véges abécével, bels6 allapotokkal rendelkeznek, a
kezddéallapotbol indulnak és az atmenetfiiggvény értelmében minden beolvasott szimbdolumra felvesznek egy
uj allapotot. Ha nincs tobb beolvashatd szimbolum, és az automata végallapotban van, akkor azt mondjuk,
hogy felismerte a beolvasott szot, ha nincs végallapotban, akkor az automata nem ismerte fel a beolvasott szot.

2. definicio: Egy A = (0, Z, 0, qo, F) véges automata konfigurdcidja egy (¢, q) formalis Kettes, ahol & az
input szalagon még hatra levo szo, ¢ pedig az aktualis belsé allapot. Az automata induldskori konfiguracioja
(w, q0), ahol w a teljes input sz6. Az automata feldolgozas kozbeni koztes konfiguracioja valamely (¢, g).
Normal mitkddés zard konfiguracidja (& ¢g°), ahol €az lires sz0, g” € F.

3. definicio: Egy 4 = (0, Z, 9, qo, F) véges automata egy w input szt elfogad (felismer), ha létezik olyan
1épéssorozat, amelynek soran a dleképezés véges sokszori alkalmazasa révén az automata indulé konfiguraci-
0ja (w, qo) atvihet6 az (&, q’) zard konfiguracioba, és q° € F. Ellenkez0 esetben az automata az input szot el-
utasitja.

A véges determinisztikus automatak a regularis nyelvek osztalyat (az in. Chomsky 3-as nyelvosztalyt)
ismerik fel.
A kornyezetfiiggetlen nyelvek (Chomsky 2) felismerésére veremautomatak sziikségesek.
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4. definicié: Egy veremautomata az M = (Q, V, W, &, qq, zo, F) rendezett hetes, ahol:
e () abelso allapotok halmaza

V a bemeneti abécé

W a veremabécé

0 az atmenetfiiggvény: o: OX(V U {€)XW — P(OxW'*)

qo € Q akezddallapot

zg € W akezddjel

F cC Q a végallapotok halmaza

Indulaskor az automata a g, kezd6 allapotban van. A veremben csak egy jel van, a z,, az input szalagon
az input szo jelei vannak felirva, balrél-jobbra feltoltve, folytonosan. Az olvaso fej vagy olvas az input szalag-
rol, vagy nem a verembdl mindig olvassa a verem tetején levd jelet ezen ,,input” jelek, és az aktualis bels
allapot ismeretében, a o fliggvény szerint Gjabb belsd allapotba valt, és a verembe egy szot ir. Az automata
megall, ha a szalagrol elfogy az input sz6 (minden szimbolumot beolvastunk). Az adott szot a
veremeautomatak kétféleképpen ismerhetik fel: vagy vegallapottal (ha az automata végallapotba keriilt), vagy
tires veremmel (ha az automata verme kiiirilt).

2. SAJAT AUTOMATAK

A kovetklezOkben sajat automatdkat, automatarendszereket vezetiink be, amelyekkel sokkal haté-
konyabban elvégezhetok az elemzések, beépithetjiik a szemantikai elemzést, valamint ezek a rendszerek kony-
nyebben implementalhatok.

2.1. Szamlaléveremmel rendelkezd automatak

A veremautomata mintdjara egy egyszeriibb automatat vezetiink be, a szamlaloveremmel rendelkezd au-
tomatat, amelynek segitségével egyszeriien megoldhaté a rekurziv szabalyok ellenérzése, példaul a (, )
zardlejparok, begin, end stb. parosok ellenérzése.

5. definicié: Egy szamlaloveremmel rendelkezd determinisztikus automata az A = (Q, Z, 9, qo, F, M, I1)

rendezett hetes, ahol:
e () véges, nem lires halmaz, a belsé allapotok halmaza

X véges, nem iires halmaz, a bemeneti abécé
0. OX(Z U {¢&}) = OXMXII az atmenetfliggvény
qo € Q akezddallapot
F c Q a végallapotok halmaza
M = {Push, Pop, &}, a veremmuveletek halmaza
IT a veremabéce

A szamlaléveremmel rendelkez6 automatat nemdeterminisztikus alakban is értelmezhetjiik a kovetkezo-
képpen:

6. definicio: Egy szamlaloveremmel rendelkez6 nemdeterminisztikus automata az A = (Q, Z, o, Qo, F, M,
IT) rendezett hetes, ahol:
0 véges, nem lires halmaz, a belso allapotok halmaza
2 véges, nem iires halmaz, a bemeneti abécé
0. OX(Z U {¢&}) — P(Q)xMXII az atmenetfiiggvény
0o C O a kezdballapotok halmaza
F c Q a végallapotok halmaza
M = {Push, Pop, &}, a veremmiiveletek halmaza
IT a veremabéce

Az automata miikodése megegyezik a véges automata miikodésével, annyi kiilonbséggel, hogy az automa-
ta — atmenetkor — végrehajtja a megfeleld veremmiveletet a megfeleld veremabécé jelen. A beolvasott input szo
végén, ha az automata verme nem tires, akkor az automata elutasitja az imput szot.
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Példa
A kovetkez6 szamlaloveremmel rendelkezd automata az aritmetikai kifejezések helyességét ellendrzi.
Az aritmetikai kifejezések szintaxisat a 1. dbran lathato szintaxisdiagram adja meg.

0O

1. abra. Aritmetikai kifejezések szintaxisa

Expression:

Az 1. dbran lathato diagrammal megadott kifejezéseket az 4, automata ismeri fel:
A] = ({05 1: 23 3}a {aa ka ;5 +5 ) *5 /3 )5 (}a é‘a {0}5 {3}5 {Pl/lSh, POP: Nop}a {(}):

ahol a egy tetszbleges valtozot (azonositot), k pedig egy tetszdleges konstansot jelent.

Az A, automata megadhat6 az 1. tablazat segitségével, vagy a 2. abran lathato graf segitségével.

z a k ; + -

Q| PQ | M |1I*|PQ M |II* | PQ | M |II* | P@Q | M |II*|PQ) | M |II*
0 | {1} | Nop| ¢ {1} |Nop|le |O Nop | € {2} | Nop | ¢ {2} | Nop | ¢

1 | @ Nop|le | O Nop | ¢ {3} | Nop| ¢ {0} | Nop | ¢ {0} | Nop | ¢

2 | {l} | Nop| e {1} |Nop|e |O@ Nop |e | D Nop|le | O Nop | €

3| O Nop | ¢ %) Nop | ¢ %) Nop | ¢ %] Nop | € %) Nop | €
) * / ) ( £
QPO | M |II*|PQ | M |II* | P(Q | M |II* | PQ | M Im* | P(Q) | M | II*
0| Nop | € %] Nop | € %) Nop | € {0} | Push | ( %) Nop | €
1 | {0} |Nop|e {0} | Nop | ¢ {1} | Pop | ( %) Nop | ¢ %) Nop | €
2 | O Nop|le | O Nop | € %) Nop | ¢ {2} | Push | ( %) Nop | €
319 Nop | ¢ %) Nop | ¢ %) Nop | € %) Nop | ¢ %) Nop | ¢

1. tabazat. az A, automata

).Pop;

{:Push:{

2. abra. Az A, automata graf segitségével abrazolva

Ha graf segitségével szeretnénk abrazolni az automatat, akkor egy iranyitott multigrafot kell valasztanunk,
amelynek élei és csomopontjai cimkézve lesznek. A grafot a kovetkezoképpen épithetjiik fel:
e A csomodpontokat az allapotokkal cimkézziik meg (Q elemeivel).
e Hap Opz) € &q, a),aholg, pe Q,ac (U {&),0pe M, ze (ITU {&}), akkor berajzoljuk a (p, q)
élet, amelyet megcimkéziink az a; Op; z sorozattal, vagy ha Op = Nop, vagy z = &, akkor csak a-val. Ha
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egy p allapotbol tobb szimbolummal is at lehet menni egy ¢ allapotba, akkor ezek a szimbdlumok mind
felirhatok ugyanarra az élre, vesszdvel elvalasztva.

e A végallapotokat duplan karikazzuk be.

¢ A kezddallapotokhoz bemend nyilat tesziink.

2.2. A szemantikus elemzés bevezetése, szimbolumok érvényesitése
A szemantikus elemzés, vagy akar a kddgeneralas megvalodsitasa érdekében érvényesito fiiggvényeket és
kimeneti abécét vezetiink be.

7. definicié: Ervényesits figgvénynek neveziink egy v: = — {false, true} T kovetelményrendszer folott
értelmezett fliggvényt. A v fliggvény megnézi, hogy a beolvasott szimbolum megfelel-e a kovetelményrend-
szernek, ha igen, akkor true értéket térit vissza, kiilonben false értéket.

A X abécé és I" kdvetelményrendszer f6lott ertelmezett érvényesitod fliiggvények halmaza:
V=1{v|v(s) e {false, true} ¥V s € X}.

8. definicié: Egy szamlaléveremmel, érvényesité fiiggvényekkel €s kimeneti abécével rendelkezd
nemdeterminisztikus automata az 4 = (Q, X, 6, Qo, F, M, I1, T, V, ®) rendezett tizes, ahol:
e (O véges, nem lires halmaz, a belso allapotok halmaza
2 véges, nem iires halmaz, a bemeneti abécé
O C QO a kezddallapotok halmaza
F c Q avégallapotok halmaza
M = {Push, Pop, &}, a veremmuveletek halmaza
IT a veremabéce
I' egy kovetelményrendszer
V={v]|v(s) € {false, true} ¥ s € X} az érvényesito fiiggvények halmaza
@ véges, nem iires halmaz, a kimeneti abécé
0 OX(Z U {&}) = P(Q)XMXIT*)xVx®d* az atmenetfliiggvény

Atmenetkor az automata alkalmazza az érvényesité fiiggvényt és generalja a kimeneti jelet. Az automata
elutasitja a bemeneti szot, ha valamelyik érvényesito fiiggvény false értékkel tér vissza.

3. AUTOMATA RENDSZEREK

Egy adott programozasi nyelvhez hozzarendelni egyetlen automatat, amely elemezni tudja a programo-
kat, nehéz, komplikalt feladat. Ezt a vallalkozast ugy tudjuk leegyszeriisiteni, hogy a nagy automatat tobb
kisebb automatara bontjuk, majd ezeket 6sszekapcsoljuk. gy automata rendszerek jonnek létre.

9. definicié: Egy szamldloveremmel, érvényesitd fiiggvényekkel és kimeneti abécével rendelkezo
nemdeterminisztikus automata rendszer az 4 = (dut, Q, %, 6, Qo, F, M, I1, ', V, ®) rendezett tizenegyes, ahol:
e Aut véges, nem iires halmaz, az automatak halmaza
0 véges, nem lires halmaz, a belso allapotok halmaza
2 véges, nem lires halmaz, a bemeneti abécé
0Oy C O a kezdoballapotok halmaza
F c Q avégallapotok halmaza
M = {Push, Pop, €}, a veremmiiveletek halmaza
IT a veremabéce
I egy kovetelményrendszer
V=A{v|v(s) € {false, true} ¥ s € X} az érvényesitd fliggvények halmaza
@ véges, nem iires halmaz, a kimeneti abécé
0. AutxOX(Z U {&}) — AutxP(Q)xMXIT*)xVxd* az atmenetfiiggvény

Ha egy automata befejezte miikddését, visszatér az 6t meghivo automatahoz. Ez a visszatérés iires ve-
remmel kell hogy megtdrténjen, az automata csak igy ismeri fel a beolvasott szot.
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3.1. Példa — Az Expr2 nyelv
Az Expr2 nyelv a magas szintli nyelvek osztalyaba tartozik és kifejezések kiértékelésére alkalmas. A
nyelv automatakkal megvalositott forditoprogrammal rendelkezik.
A forditéprogram forrasadllomanyokat fordit gépi kodra (.COM allomany) és megirja az assembly nyel-
vl program-széveget is, tehat atalakitoként (translator) is miikodik. A kifejezéseket forditott lengyel dbrazo-
lasmodra alakitja (postfix kifejezések) binaris fak segitségével, és verem hasznalataval megirja a hozzajuk
tartozo, futdsideji (run-time) kiértékeld eljarasokat. Az utasitasok lexikalis, szintaktikai és szemantikai he-
lyességének ellenérzéséhez a 9. definicidban megadott automatarendszert hasznalja. A binaris fak felépitését
¢és a kodgeneralast az érvényesitd fliggvények végzik.
A nyelv relativan kevés utasitast tartalmaz, mivel specialisan, kifejezések kiértékelésére volt definialva.
A nyelv utasitaskészlete a kovetkezo:
program <azonosito> ; - a program fejléce.
read <azonosit6> {, <azonositdo>} ; - beolvaso eljaras.
write <azonosité> {, <azonosit6>} ; - kiiro6 eljeras.
let <azonosito> := <kifejezés> ; - értékado utasitas.
end . - a program végét jeloli.

A nyelvet a kovetkez6 szintaxisdiagramokkal lehet szemléletesebben leirni:

f ) End >

An Expr? program:

-’I Frogram

Fead

Wyrite

o]

Let

Frogram:

—sCorogra)-[ denter}-{ D>

Read:

Sy ]
O

Wyrite:

Il
)

Let:

« identifier e BXprESSion .

End:

~Cend >
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Letter:

¥ I

L
*

Identifier:; l_m
—)| latter |

Constant:

L

constant

11

3. abra. Az Expr2 nyelv szintaxisdiagramjai

A szintaxis EBNF leirasa:
identifier = letter { letter | digit } ;
letter — "a" Hb” | lICII | Hd" | "e” | llfl | Vlg" | Hh" | "i" | "jll | "k” | lll" | "mll
Hn" | HOH | "pll ‘ Hq" | llrll | HS" | Ht" | "ull | "V" | IIWH | "XH | HyH | "Z" |
"A" | "B" | HCH | "DH | HE" | "FH | "GH | HHU | "I" | "JH | "K" | HLH | HM" |
"N" | "O" | "P” | "Q" | "R" | "S" | "T" | "U" ‘ "V" | "W” | ”Xll | "Y" | "le | "_" ;
digit — "0" | "1" | ||2" | "3" | "4" | ||5" | II6H | "7" | H8" | "9" .

expression = ["+"|"-"] identifier | constant |(expression) ["+" | "-" | "*" | "/" expression] ;
constant = digit { digit }[ "." digit { digit } ];
program = "program" identifier ";" [ block | "end" "." ;

block = "read" | "write" | "let" ;
read = "read" identifier {, identifier} ";" ;
write = "write" identifier {, identifier} ";" ;

n.n

let = "let" identifier ":=" expression ";" ;

A nyelv egyetlen tipust adatot tud kezelni, ez az egész tipus (integer). A valtozokat nem kell kiilon dek-
laralni, értéket értékadaskor vagy beolvasaskor kapnak. A konstansok egész szamok. A valtozokra Pascal-
tipusu azonositokkal hivatkozhatunk. Az adatokat 2 byte hosszisagon abrazoljuk.

A forditoprogram a forrasallomanyt karakterenként olvassa be (tehat egydimenzids fordito), ezekbdl a
lexikalis elemz6 szimbolumokat rak dssze. A szimbolumokat fehér karakterek (Space, Tab, Enter) vagy speci-
alis, elvalasztokarakterek hataroljak. Az elvalasztokarakterek a kovetkezok: +, -, *,/, (, ), :, =, amelyek megfe-
lelnek a miiveleti jeleknek.

A program fejléccel kezdédik és végszimbolummal fejezodik be. A két rész kdzott az utasitasok bar-
milyen, a szintaktika altal megengedett kombinacidoban szerepelhetnek. Az adatokkal beolvaso, kiird és érték-
adé miveleteket végezhetiink. A programokat szoveg-allomanyokban taroljuk. Egy allomany egy programot
tartalmazhat és ezeket az allomanyokat dolgozza fel a forditoprogram.

A kovetkez6 példa egy helyes Expr2 program:
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program proba;
read alpha, beta,gamma;

let a := alpha *+ 50 + (beta * gamma) - 10;
let alpha := beta -- gamma;
write a,alpha;

end.

A forditashoz 6t automatat hasznalunk. Ezeket kapcsoljuk 6ssze, megfelelé modon, egyetlen egész rend-
szerré. A hasznalt automatarendszer a kovetkezo:

0: 4:

prograrm a

1: 2: 3:

a

3. dbra. Az Expr2 nyelvet felismerd automata rendszer

4

Az érvényesito fliggvények:

Atmenet Fiiggvény
0.1 ->0.2 true, ha az a azonosito helyes, és beirja a-t a szimbolumtablaba
1.0—> 1.1 true, ha az a azonosité helyes, és beirja a-t a szimbolumtablaba
20—-2.1 true, ha az a azonosité helyes, ¢és ha a benne van a szimbdélumtablaban
3.0->3.1 true, ha az a azonosito helyes, ¢és beirja a-t a szimbolumtablaba
4.0 —->4.1 true, ha az a azonosito helyes, ha a k konstans helyes, mindketten benne vannak a
42 4.1 szimbolumtablaban, ellendrzi a tipustik kompatibilitasat
4.1—4.0 true, ha a miiveletek kompatibilisek a és k tipusaival
40—-42

2. tabazat. az Expr2 nyelv érvényesito fiiggvényei

4. EKVIVALENCIA A KLASSZIKUS RENDSZEREKKEL

A kovetkezo két tétel segitségével bebizonyitjuk, hogy a bevezetett automatak ekvivalensek a klasszikus
rendszerekkel, igy ezek is a kornyezetfiiggetlen nyelveket ismerik fel.

1. Tétel. Ekvivalencia a veremautomatakkal

Barmely 4 = (Q, %, 6, Qo, F, M, IT) szamlalé6veremmel rendelkez6 automatahoz tudunk szerkeszteni egy
A =(Z K, T, &, zy qo H) veremautomatat tigy, hogy L(4) = L(A4’).

Bizonyitas

Legyen A = (Q, %, 6, Qo, F, M, IT) — megszerkesztjik az A’ = (Z, K, T, &', zy, qo, H) automatat a ko-
vetkezOképpen:

Z=1K=Quqy; T=2;z)= H=F.
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Az atmenetfiiggvény (0°) a kovetkez6képpen adhaté meg:

* 5(qo & 29 = {(q, z9)} barmely g € Oy

e Legyen &g, a) = ({p}, 0, x),ahol g, pe Q,ae XU {€},0 € M, x € I1*, ha o = Push, akkor (g, a,
z) = {(p, X + 2)}, ahol z € Z* a veremben 1év0 szekvencia.

e Legyen &g, a) = ({p}, 0, x),ahol g, pe Q,ae T U {&}, 0 € M, x € IT* ha o = Pop, akkor d(q, a,
z) = {(p, delete(z, x)}, ahol z € Z* a veremben 1év6 szekvencia.

Az ekvivalencia bebizonyitasahoz a [6.]-ban bevezetett 2.2. értelmezést és két automata ekvivalen-
cidjanak algoritmusat hasznaljuk.

2. Tétel. Az érvényesito fiiggvények ekvivalencidja a szemantikus rutinokkal
A 7. definicidban bevezetett érvényesitd fliggvények ekvivalensek a [4.]-ben bevezetett szemantikus ru-
tinokkal, az atribatumgrammatikak pedig a 8. definicioban bevezetett automatak alrendszerei.

Bizonyitas

Az 1. tétel, valamint [1.] grammatikak és automatak megfeleltetési tétele alapjan belathatd, hogy a szam-
laloveremmel rendelkezé automatdk ekvivalensek a komyezetfiiggetlen grammatikakkal. Az attri-
butumgrammatikakhoz pedig: az érvényesitd fliiggvények a szemantikus rutinok, az attribiitumok a fiiggvé-
nyek paraméterei (bemeneti, kimeneti paraméterek), valamint I'= C U R.

Az automata rendszer kodgeneralasra is képes, tehat nagyobb rendszer mint az attributumgrammatikak
rendszere.

5. HIBAKEZELES

A rendszerben a kovetkezo forditasi hibak léphetnek fel:
e Az automatarendszer elakad

Egy érvényesito fliggvény false értékkel tér vissza
Az automatarendszer nem ér végallapotba

A verem nem {irtil ki

Ures verembdl akar elemet kivenni

A lexikalis elemz6 minden szimbdélum szamara elmenti az el6fordulasi helyet (sor, oszlop a forras-
szovegben), minden automata a rendszerbdl egy egyedi azonositoval rendelkezik, hasonléan minden allapotot
be lehet egyértelmiien azonositani.

A rendszer barmely allapotat azonositani lehet az (dutomataAzonosité, AllapotAzonosité) parral, a
szimbdlumot pedig a (Sor, Oszlop) parral.

Az automata rendszer allapotabdl Gsszetett hibaiizenetet tudunk megfogalmazni: a hiban kiviil a foly-
tatast is meg tudjuk adni, javasolni tudjuk a helyes szekvenciat.
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ABSTRACT

Understanding and applying the backtracking programming method is difficult for high-school students.
But if this method is “discovered” by the student, he/she can apply it easily in problem solving. This is the
reason that it is recommended to use the guided discovering method for teaching this topic. In this article
there is presented a way to teach backtracking by guided discovering method.

Kulcsszavak: Backtracking, iranyitott felfedezés

A BACKTRACKING TANITASA

A tanulok nagy része nehezen, vagy egyaltalan nem érti meg a backtracking programozasi modszert, igy
megprobalja bemagolni az algoritmust. Ez altalaban kudarccal jar, mert alkalmazaskor gyakran eldéfordul,
hogy kihagy egy-két utasitast, €s az algoritmus mar nem lesz helyes; vagy nem tudja felirni, példaul, a folytat-
hatosagi feltételt, és a bemagolt példaban levé feltételeket hasznalja. Tobb osztaly eredményeit megfigyelve
lathatjuk, hogy a backtracking modszerbdl irt felmérésen altalaban gyengébb az osztalyatlag, mint a tananyag
el6z6 témai esetén. Sajnos vannak tanarok, akik ugy tanitjak ezt a modszert, hogy felirjak a tablara a kész
programot, a tanulok pedig bemasoljak a szamitogépbe.

A backtracking modszer tanitasanal jol lehet alkalmazni az iranyitott felfedeztetés modszerét. Meg-
feleléen megtervezve és iranyitva a tevékenységet, a tanulok 1épésrél-1épésre fel tudjak fedezni a backtracking
modszer lényegét, majd az algoritmust. A kdvetkezokben ezt szeretném szemléltetni, bizonyos mozzanatokat
részletesen leirva, masokat csak megemlitve. A részletesen leirt mozzanatok fontosak ahhoz, hogy a tanuldk
megértsék a modszert, ezért is fektettem nagyobb hangsulyt ezekre.

A téma iranti érdeklddés felkeltésére a legalkalmasabb egy jaték. Az Internetrdl ingyenesen letolthetd
oktatdprogramokban talalhatunk ilyen jatékot:

— Kirdalyndk elhelyezése a sakktablan: Meg kell talalni az 6sszes lehetdséget, ahogy elhelyezhetiink 4 ki-
ralyndt egy 4x4-es sakktablan ugy, hogy ne iissék ki egymast. Mivel minden megoldast meg kell talalni, rend-
szeresen kell sorra venni az eseteket. Ha a tanuldk az els6 sor elsd oszlopdba helyezik el az els6 kiralynot,
akkor a masodik sor elsé és masodik oszlopaba nem tehetnek kiralynét, igy a harmadik oszlopba helyezik.
Ekkor a harmadik sorba akarhova is tennék a kiralynét, iiti az eldzdket. gy vissza kell 1épni a méasodik sorba,
és itt helyezni mashova a kiralyn6t — a negyedik oszlopba. Ujra a harmadik sorba lépiink, és itt probaljuk elhe-
lyezni a kiralynét, stb. Igy végigvéve az eseteket, a tanulok megértik a modszer 1ényegét. Viszont a jatékot
ugy is lehet jatszani, hogy nem az els6 sorral kezdjiik, hanem példaul el6szor a masodik sorba, majd a negye-
dik sorba, stb. Ha a tanuldk igy jarnak el, akkor a jaték nem segit a backtracking mddszer 1ényegének felfede-
zésében.

— Egy hazalo altal bejart ut: Egy hazald hazrol hazra jarva arulja termékeit. Bizonyos hazak kozott van
direkt ut, masok kozott nincs. Meg vannak rajzolva a hazak és az utak, segiteni kell a hazalénak megtalalni azt
az utvonalat, amelyen minden hazhoz eljut, visszaérve a kiindul6é ponthoz, és minden uton csak egyszer halad
el. Ez a jaték is nagyon jol tiikrozi azt, hogy ha rajoviink arra, hogy egy adott haztdl nem léphetiink tovabb,
vissza kell menni az el6z6 hazhoz, és onnan keresni mas utat.

— Labirintus: Egy labirintuson kell végighaladni. Itt is, ha zsakutcaba jutunk, vissza kell térni.
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A fenn felsorolt valamely jaték segitségével a tanulok megértik a backtracking modszer alapgondolatat,
mint ahogy a neve is mondja: a visszalépéses keresés modszere.

Egy példa segitségével fel lehet fedezni a modszert 1épésrdl 1épésre. Ehhez egy olyan példat kell va-
lasztani, amelyet konnyti végigvezetni, €s minden esetet targyalni.

Vegyiik a permutaciok generalasat: frjuk fel az {1, 2, 3} halmaz permutacidit.

A megoldasok: {1, 2, 3}, {1, 3, 2}, {2, 1, 3}, {2, 3, 1}, {3, 2, 1}, {3, 1, 2}.

Eszrevehetjiik, hogy egy-egy megoldast tombben tarolhatunk. Az el6z6 jatékokbol lathatték a tanulok,
hogy el6szor a tomb elsé elemét keressiik meg, tehat felfoghatjuk veremként. A verem minden szintjére az 1,
2 vagy 3 szamok valamelyike keriil. Azt is észrevehetjiik, hogy a megoldasok kiilonb6zé elemekbdl allnak.
Azt a feltételt, amelyet a megoldas elemei teljesitenek, belso feltételnek nevezziik. Ezért, ha példaul az elso és
a masodik szinten levé elem megegyezik, akkor nem érdemes a harmadik szintre menni, és oda tenni elemet,
mert ugysem kapunk megoldast. Azt a feltételt, amely kell teljesiiljon ahhoz, hogy érdemes legyen a megol-
dast tovabb generalni, folytathatdsagi feltételnek nevezziik. Azt is észrevessziik, hogy példaul az {1, 2} hal-
maz esetén teljesilil ugyan a folytathatosagi feltétel, de nem megoldas. Ahhoz, hogy megoldas legyen, 3 eleme
kell legyen a halmaznak. Hasznos, ha végigvezetjiik a tanulokkal a megoldas keresését az alabb leirt modon.
Itt csak az elejét és a végét adtuk meg ennek a levezetésnek, de az 6ran minden esetet targyalnank.

2 3
1 2 2 2 2 2

1 1
—az I. szintre —all —all szintre —alll. szint- —alll. szint- —alll. szint- — probalunk
betessziik az  szintre be- betessziik a re betesszilk  re betesszilk  re betessziik ~ mas elemet
els6 tessziik az 1-  2-t az l-et a2-t a 3-at tenni a 1.
elemet et —teljesiil a —nem —nem tel- —teljesiil a szintre, de
—teljesiil a —nem folytat- teljesiil a jesiil a folytathat6sa- minden lehe-
folytat- teljesiil a hatésagi fel-  folytathatosa-  folytathato- gi feltétel toséget kipro-
hatdsagi folytathat6sa- tétel, denem  gi feltétel, uj  sagi feltétel,  — megoldas baltunk, ezért
feltétel, gi feltétel, megoldas: elemet 0j elemet visszalépiink
a kovetkez6  0j elemet tovabblépiink tesziink a III.  tesziink a III. az el6z6
szintre tesziink a II. a kovetkezd szintre szintre szintre, és ott
1épiink szintre szintre folytatjuk

1 2

3 3 3 2 3

1 1 1 3 3 3
—all. szintre —alll. szint- —alll. szint- —all. szintre —az elsd
betessziik a re betessziik  re betessziik — visszalép- betesszilka 3-at  szintre kel-
3-at az l-et az 2-t tiink —nemteljesila  lene mas ele-
— teljesiil a —nem teljesiil — teljesiil a —1j elemet folytathatosagi ~ met tenni, de
folytathatosa- a folytathato- folytathatosa- tesziink aIl.  feltétel, yjele-  mar minden
gi feltétel, sagi feltétel,  gi feltétel szintre metteszimka  lehetdséget
nem Uj elemet — megoldas IL. szintre kiprobaltunk,
megoldas: tesziink a III. —minden ele- visszalépiink
tovabblépiink  szintre met kiprobal-

tunk: visszalé-
plink

A fenti 1épéseket lehet a tablara irni, vagy egy szamitogépes program segitségével végigvezetni, de fon-
tos az, hogy minden 1épést megindokoljunk. Lehet, hogy az elején az indoklast a tanar kell végezze, de majd
feltétleniil kapcsolodjanak be a tanulok is, diktalva a tanarnak a lépéseket. Végigvezetve a megoldas generala-
sanak lépéseit, a tanulok levonhatjak a kdvetkeztetéseket: milyen tipusu feladatok esetén alkalmazhat6 a mod-
szer, mi a belso feltétel, mi a folytathatdsagi feltétel, mikor kapunk egy megoldast és melyek a modszer 1€pé-
sei. Ezekre a tanar kérdések segitségével vezeti ra a tanulokat, és fontos az, hogy a fiizetbe is leirjak.

A tovabbiakban az algoritmust szeretnénk feliratni a tanulokkal. A fenn leirtak alapjan lathatjuk, hogy
sziikségiink lesz harom fiiggvényre:

— probal — probal tenni egy elemet egy adott szintre (tehat a szint paramétere lesz). Ha sikeriil tennie
igazat ad vissza, kiilonben hamisat.
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— folytat — ellendrzi a folytathatdsagi feltételt egy adott szintre.

— megoldas — ellendrzi, hogy megoldas-e.

Most térjiink vissza a fenti megoldas soran felfedezett 1épésekhez:

—a megoldas generalasakor az els6 szintrdl indulunk, ide betessziik az els6 elemet.

— altalaban minden szinten a kdvetkezoket végezziik el: probalunk tenni egy elemet. Ha tudunk tenni 11
elemet, akkor ellendrizziik, ha teljesiil a folytathatosagi feltétel. Ha teljesiil, akkor ellendrizziik, ha megoldast
kaptunk-e. Ha igen, akkor kiiratjuk, ha nem, akkor tovabblépiink a kovetkez6 szintre. Ha nem teljesiil a foly-
tathatosagi feltétel, akkor 0j elemet probalunk tenni az adott szintre. Ha nem sikeriil 0j elemet tenni, akkor
visszalépiink az el6z6 szintre.

— az elsod szintrdl indulva és ismételve az algoritmust, amig minden szinten minden elemet kiprobaltunk,
megkapjuk az §sszes megoldast.

Fontos, hogy az algoritmust 1épésrol 1épésre irjuk fel, egészitsiik ki. frhatjuk a tablara, figyelmeztetve a
didkokat, hogy még ne irjak, mert folyamatosan egészitjiik ki, esetleg javitjuk ki.

— egy szinten probalok tenni (sz-el jeldlve a szintet), ha sikeriil tenni, akkor ellenérzom, hogy teljesiil-e a

folytathatosagi feltétel:
tett := probal(sz);
if tett then folyt := folytat(sz);

— ezt ismételni kell. Addig probalok 0j elemet tenni egy adott szintre, amig teljesiil a folytathatdsagi fel-
tétel, vagy mar nincs kiprobalatlan elem:

repeat
tett := probal (sz);
if tett then folyt := folytat(sz);

until (not tett) or (tett amd folytat);

— két esetben Iépiink ki a repeat-bol. Ha azért 1éptiink ki, mert tettiink elemet és teljesiil a folytathatosagi
feltétel, akkor ellendrizziik, hogy megoldast kaptunk-e. Ha igen, akkor kiiratjuk. Ha nem megoldas, akkor a
kovetkezo szintre 1éplink, €s inicializaljuk a szint értékét. Ha azért léptiink ki, mert az adott szinten minden
elemet kiprobaltunk, akkor visszalépiink az el6z0 szintre:

if tett and folytat then
if megoldas(sz) then kiir(sz)
else

begin
inc(sz);
visz] := 0;

end;

else dec(sz);

— mindezt addig ismételjiik, mig minden szinten minden elemet kiprobaltunk, vagyis a 0. szintre 1€pilink
vissza:

sz := 1; visz] := 0;
while sz > 0 do
begin
repeat
tett := probal(sz);
if tett then folyt := folytat(sz);

until (not tett) or (tett and folytat);
if tett and folytat then
if megoldas(sz) then kiir(sz)
else
begin
inc(sz);
visz]:=0;
end;
else dec(sz);
end;

Ezutan megirjuk az algoritmusban hasznalt fiiggvényeket és eljarasokat. A tanulok beirjak az egész
programot a szamitogépbe, és ellendrzik, hogy miikodik-e.

Lathattuk, hogy ilyen modon a tanulok irjak fel az algoritmust, nem a tanar. gy jobban megértik a mod-
szert. Fontos az, hogy gyakorlas soran se kérjiik a tanuloktol, hogy egybdl felirjak az egész algoritmust, mert
az arra készteti 6ket, hogy bemagoljak. Minden feladat megoldasanal id6t kell biztositani arra, hogy a tanulok
ujra felirjak, ,,feltalaljak™ az algoritmust.

Gyakorlas soran minden feladat esetén meg kell beszélni a tanuldkkal, hogy hogyan koédoljuk az e-
redményeket, melyek a bels6 feltételek és a folytathatosagi feltételek, mikor kapunk eredményt. Javasolt a
feladatokat csoportositani:
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— olyan feladatok, amelyek esetén az {1, 2, ..., n} elemekkel dolgozunk. Példaul irjuk felaz 1, 2, ...,

— olyan feladatok, amelyek hasonldak az elézéekhez, de az {x|, x,, ..., x,,} elemekkel dolgozunk. Pél-
daul: Egy versenyen n sportold vesz részt, mindegyiknek tudjuk a nevét, az orszagot, melyet képvi-
sel és a versenyszamat. Egy napon m < n sportold versenyezhet. Irjuk ki az osszes lehetdséget,
ahogy sorra keriilhetnek a sportolok, tudva azt, hogy nem lehet egymas utan két versenyz6 ugyan-
abbol az orszagbdl, és a versenyszdmuk novekvo sorrendjét be kell tartani.

— olyan feladatok, ahol az { xi, x,, ..., x,,} elemekkel dolgozunk, és ahol a folytathatosagi feltételek el-
lendrzésére bizonyos értékeket kell kiszamolni. Példaul ilyen feladat az 6sszegkifizetés adott értékii
bankjegyekkel.

— olyan feladatok, ahol egy matrix is sziikséges az adatok tarolasara, példaul a térképszinezés (azt ta-
roljuk a matrixban, hogy két orszag szomszédos-e vagy sem), a hazald arus (azt taroljuk a matrix-
ban, hogy két haz kozott van-e direkt t) feladat esetén.

A tanulok is megfogalmazhatnak feladatokat. Az osztalyt 3-4 tanulds csoportokra osztjuk, minden cso-
port szerkeszt egy backtracking modszerrel megoldhato feladatot. A feladatot atadjak egy masik csoportnak,
mely megoldja. A megoldast az a csoport ellenérzi, amely az illet feladatot javasolta. Ez egy j6 gyakorlat
arra, hogy a tanulok megtanuljak, hogyan kell egy feladatot megfogalmazni, melyek a feladat megoldasédhoz
feltétlentil sziikséges adatok. A masik csoport megoldasat ellendrizve visszajelzést kapnak arrol, hogy jol dol-
goztak-e, egyértelmiien, érthetéen fogalmaztak-e meg a feladat szovegét.

Mig a hagyomanyos tanitasban a tanar elmondja az {j anyagot, magyaraz, a tanulok meg leirjak, probal-
jak meggérteni, és visszaadni a hallottakat; az iranyitott felfedeztetés modszerével a tanuld fedezi fel az 1j is-
meretet a tanar iranyitasaval. Ehhez viszont sziikséges az, hogy a tanulok tudjak azokat az ismereteket, ame-
lyekre épitenitik kell. Az iranyitott felfedeztetés soran bizonyos fogalmak, ismeretek ismételten eldkeriilnek,
ezaltal rogziilnek. E modszer alkalmazasakor a felfedezés és a gyakorlas szoros kapcsolatban van. Tulajdon-
képpen az 11j ismerethez kot6do algoritmus felfedezése hasonld egy adott feladat megoldasdhoz sziikséges
algoritmus megtalalasahoz.
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Egész egyutthatés polinomok irreducibilis tényez6kre bontasa
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ABSTRACT

In this study we define a new algorithm for the decomposition of algebraic polynomials with integer
coefficients in irreducible factors. This algorithm is simple and only uses elementary operations, but it uses
the algorithm for the decomposition of an integer number to prime factors. The main ideas of the algorithm
bases on the analogy between the giving of the polynomial and a number in number system with base B.

Kulcszavak: polinomok, irreducibilitas, tényezore bontas

BEVEZETES

Az algoritmikaban, az egész egyiitthatos polinomok irreducibilis tényezokre bontasa épp oly fontos,
mint a szamok primtényezOkre bontasa és természetesen ismeretelméletileg a két probléma analog. Knuth
referenciakonyvében [1] mind a két problémat részletesen targyalja és bemutatja az addig ismert leghatéko-
nyabb algoritmusokat. Ezen algoritmusok kozott vannak egyszeriiek és nagyon nehezek és sok esetben, hosz-
szl és faradsagos munka egy-egy algoritmus kiprobalésa.

A fenti algoritmus egyszerti €s didaktikai szempontbdl elénydsebb a bemutatasa, mint Knuth kényvében
[1] ismertetett Berlekamp vagy Golomb, Welch, Hales algoritmusai, szerintiink a hatékonysaga is jo, de ebben
nem tudunk hatarozott véleményt mondani, mert Berlekamp algoritmusat még nem probaltuk ki. Az algorit-
mus alapdtlete a polinomok és egy szam B alapti szamrendszerben valo felirdsanak alakja kozotti analogian
nyugszik.

TENYEZOKRE BONTAS
Jelen dolgozatban tanulmanyozzuk a polinomok irreducibilis tényezdkre bontasat Z folott. Tehat minden

polinom Z/X]-hez tartozik, azaz egyiitthatoi egész szamok.

1. Elére bocsatunk egy segédtételt:
Lemma. Ha gy, a;,, ..., ar, természetes szamok, a;# 0 és f = aX - X - - a, X (1)
akkor:
f=(ar-1) X'+ X-ar.-1) X"+ .+ (X-ape -1 )X+ (X-ary) X )

Bizonyithato teljes indukcioval 1 szerint.

2. Legyen n € N*, B alapti szamrendszerben felirva
n=>5b,B"+b, B+ . +bB+b,. (3)

Ekkor n-ben eléfordulnak b,8" + b, ,B"! tagok és végezziik el a kdvetkezd miiveletet:
bB* + by B = bB*+ (B - (B - by.;))B*' = byB* + B*- (B - b.,))B*' = (b + 1)B*- (B - b,.;)B"".

Ha b, + 1 = B, akkor bB* + b ;B"' = (b, + 1) B - (B-by.;) B
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Az eljaras folytatodik, ha by, + I = B. Ekkor n = b,B" +...+ (by + 1)B* - (B-b.))B" +...+ by, illetve n =
buB"+ ... + (bysy+ 1) B - (B- b)) B+ ... + by, és igy tovabb.
A fenti miveletet tobb egyiitthaton is elvégezhetjiik €s n-et kiilonbozo alakokban kapjuk meg felirva,
azaz
n=">b,B"+b,,'B"'+ .. +b/'B+b (4)
alakban, ahol b;’ lehet negativ egész szam is, de mindig |b;'| < B.
A (4) alatti alakot n-nek egy felepitett alakjanak nevezziik. Ha (4)-ben B helyett X-et irunk, akkor kapjuk a
g=b, X+ b, X"+ ... +b/'X+b (5)
polinomot, amelyet egy n-hez felépités altal asszocialt polinomnak neveziink.
Evidens, hogy egy n (€ N*) szdmhoz végtelen sok polinom asszocialhato felépités altal és mindegyik
foegyiitthatdja pozitiv.

3. Legyen 7 (3) alakban felirva. Ekkor a b;B" + b;.;B*' binommal a kovetkezé miiveleteket végezhetjiik el:

bB*+ by B = (by-1) B*+ (B + by.;) B = (by- 2) B+ (2 B + by ))B"'= ... stb.

Ezeket a miiveleteket mindenik, sot tobb egyiitthatdval egyidejlileg elvégezhetjiik és akkor megkapjuk n
lebontott alakjait. Ha most (4) n-nek egy lebontott alakja, akkor (5)-t egy n-hez lebontas altal asszocialt poli-
nomnak nevezziik.

4. Legyen most, f, g, h € Z/X] és
f=ax'+. . +tap,g=b,X"+. +byh=c,X+. +¢ (6)
és

f=gh (7

Legyen tovabba B egy olyan természetes szam, amelyik f, g és # mindenik egyiitthatéja moduluszanal
nagyobb. Evidens, hogy
J(B)=g(B).h(B). (8)
Tovabba f, g és h-ban csoportositjuk a tagokat Gigy, hogy minden csoport csak egy variaciot tartal-
mazzon (azaz (1) alaka legyen) és mindenik csoportot irjuk fel (2) alakban. Ekkor (8)-ban f(B), g(B) és h(B) B
alapti szamrendszerben felirt szamok ¢és £, g, 4 f(B), g(B) illetve h(B)-hez felépités altal asszocialt polinomok.
Tehat f* tényezoit f(B) osztoihoz, B alapt szamrendszerben asszocialt polinomjai k6zott kell keresni.
Mlusztraljuk ezt egy példan. Legyen
f=X-3X+5X2-4X+2
g=X-X+1 h=X-2X+2.
Ekkor f'= g. h és irjuk at mindegyiket (2) szerint:
f=X3)X+4X+ (X-4)X+2
g=X-DX+ 1, h=(X-2)X+2
és B-nek valasszunk egy 4-nél nagyobb egész szamot, példaul 10-et. Ekkor
f(10) = 7-10°+4-10*+6-10+2 = 7462
g(10) = 9-10+1=91,
h(10) = 8:10+2=82
7462=91-82
Tovabba: 91 = 9-10 + 1= (10-1) 10 + 1=10°- 10 + 1.
Az asszocialt polinomok 9X+1 és X>-X+1. 9X+1 nem lehet osztoja f~nek, mert foegyiitthatoja nem osz-
toja f féegylitthatdjanak. Marad mint lehet6ség X>-X+1.
Tovabba: 82 =8-10 + 2 = (10-2)-10 + 2 = 10?-2.10 + 2
Az asszocialt polinomok § X + 2, X?- 2X +2.
Az elso elesik, mert 8§ nem osztdja /-nek. Tehat mindkét oszto f(10) egy-egy osztodjahoz felépités altal
asszocialt polinom.

5. A kovetkez6 algoritmus adhaté meg egy fpolinom felbontasara:

(1) valasztunk egy B pozitiv egész szamot, amely f mindegyik egyiitthatdja moduluszanal nagyobb. (Cél-
szeri 10 hatvanyai koziil valogatni, mert akkor /0-es szamrendszerben szamolunk).

(i1) f(B)-t torzstényezdkre bontjuk.

(ii1) Felirjuk f(B) 0sszes pozitiv osztoit B alapu szamrendszerben.

(iv) Felirjuk f(B) minden osztdjanak felépités altal asszocialt polinomja koziil azokat, melyeknek foka
kisebb mint f~nek foka.
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(v) Az asszocialt polinomok koziil kihizzuk azokat amelyeknek féegyiitthatdja nem osztdja f foe-
gylitthatojanak és azokat, amelyeknek szabadtagja nem osztdja f szabadtagjanak.

(vi) Legyen g egy felépités altal asszocialt polinomja f{B) egy osztdjanak, amelyik az (v)-ben eldirt pro-
bakat kiallta. Valasszunk egy A kontrolszamot és azt mind f~be mind az 0sszes asszocialt polinomokba behe-
lyettesitjik, igy g-be is. Ha f{4) nem oszthatd g(4)-val, akkor g-t toroljik.

(vii) Az igy maradt polinomokkal elosztjuk f-et.

Megjegyzés: Ha f(B) = m'n és m egyik felépités altal asszocialt polinomja nem osztdja f-nek, akkor n
felépités altal asszocialt polinomjait fel se kell irnunk, mert nem lehetnek osztok.

6. Példa
=X -3X"-4X° + 8X2 +10X +3
S(100) = 9696081003 = 3. 173. 809. 3299. 7
f(100) osztoi: 3, 7, 173, 809, 3299, 3-7 =21, 3-173 = 519, 3-809 = 2427,
3:3299 =9897, 7173 = 1211, 7-809 = 5663, 7-:3299 = 23093, 173-809 = 139957,
173-3299 = 570727 stb.

Az osztdk felsorolasat itt abbahagyhatjuk, mert ha az egyenként és kettéként vett prim osztokhoz asszo-
cialt polinomok koziil egyik sem osztoja f-nek, akkor a haromként vett prim osztok szorzatahoz asszocialt
polinomok nem lehetnek f 0sztoi.

Vegyiik sorra fosztoit. Mindegyik felépitett alak ala odairjuk az asszocialt polinomot.

3= 100-93 = 1007 -99-100 - 93 = stb.
X-97 X?-99-X-97

Mindegyik asszocialt polinom szabadtagja -93, tehat nem lehet egyik sem osztoja f- nek.
Tovabb menve eljutunk /73-ig.
173 = 100+ 73 = 2-100-27 = 1007 - 98-100-7 = stb.
X+73 2:X-27 X?-98X-27

egyik sem lehet osztdja f-nek a 73 illetve a -27 szabadtag miatt.
Tovabb menve eljutunk a 3-3299 osztoéhoz:

3-3299 = 9897 = 98-100 + 97 = 99-100-3 =
98- X+97 99X-3

100%-100-3 = 1007-99-100%- 100 - 3

X?-X-3 XP-99X*-X-3

Itt az elso ketto elesik, a negyedik értéke X = I-re egyenld -102 és f(1)=15. Mivel 15 nem oszthatd 102-
vel, ez is elesik. Marad esélyesnek az X>-X-3.
Probaljuk ki a tarsosztot:

7-173-809= 979699= 97-100°+96-100+99= 97-100°+97-100-1=
97-X?+96-X+99 97-X*+97-X-1

98-100° - 3-100 - 1= 100°-2-100°- 3-100 - 1

98X°-3X-1 X-2X-3X-1

Ezek koziil esélyes az X° - 2-X? - 3-X - 1. Ekkor kiprobalva:
(X2-X-3)(X-2X2-3X-1)=X’-3X" -4X° + 8X2 + 10X + 3 = .
Tehat felbontottuk 1 -et.

7. A 4. pontban kifejtettek alapjan B egy olyan szam kell legyen, hogy (7)-ben, mind f, mind g , mind /
minden egyiitthatéja moduluszanal nagyobb legyen. Csakhogy mi csak f-et ismerjiik, g-t, A-t nem, tehat nem
biztos, hogy a valasztott B szam nagyobb g és A egyiitthatéi moduluszanal. Ezért ha f(B) egyik osztéjahoz
felépitéssel asszocialt polinom sem osztja f-et, még nem lehetiink biztosak, hogy f irreducibilis. Ezt az esetet
fogjuk most megvizsgalni.

(7)-ben illetve (6)-ban legyen |b:|>B.

Ekkor by=B.q +r, 0<r<Bésg(B) =b,B" + ... + (bes; + ¢)B*' + gB* + ...

Ha byi; + g = B vagy by + g < 0, akkor ismét alkalmazzuk a fenti eljarast és kapjuk g(B)-nek egy B
alapu szamrendszerben felirt alakjat. g(B) eredeti alakja ennek akkor egy lebontott alakja. Miel6tt az
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irreducibilitast kijelentenénk, meg kell vizsgaljuk f(B), g(B) osztdjahoz lebontas altal asszocialt po-
linomokat is.

Még egy probléma mertil fel, mivel egy szamnak végtelen sok lebontasa van, hol allunk meg?

A 3. alapjan, lebontas ttjan:

8(B) = ...+ (bi-q)B'+ (¢-B + b)B" + .. (9)

alaku. Az ehhez az alakhoz asszocialt polinom

g'=..+(b-q) X+ (qB + b)) X' + ...

és f=g hesetén f(1) = g'(1)-h(l), illetve |[f(1)| = |g'(1)| |h(1)|. Tehat |g'(1)| < |f(1)]-

De |g'(])| =|...+ by + (q-1) B + by ; + ...| és ha g akarmilyen nagy lehet, akkor |g'(1)] is korlatlanul nd.

Tehat a lebontasokban csak addig megyiink, mig a lebontas altal asszocialt polinom egyiitthatoéi 0ssze-
gének abszolut értéke kisebb mint f egyiitthatoi sszegének abszolut értéke.

8. Példa
=X +3X?-2X-2.

Legyen B =4, f{(B) =102 =2-3-17

34 = 2-4% + 2 ennck egy lebontdsa 34 = 42 + 42 + 2= 42 + 4-4 + 2, és az asszocialt polinom:

X?+4X + 2. Kiprobalva f= (X +4X + 2)(X -1)

Lathato, hogy az egyik tényez6 egyik egylitthatéjanak a modulusza.

(Az olvaso tekintsen el attol, hogy ha felépitéssel megkaptuk volna az X-1 osztoéit is akkor a lebontasra
mar nincs sziikség).

AZ ALGORITMUS

Az algoritmust mi a kovetkez6 formaban valositottuk meg, egy IBM-PC-n, Turbo Pascal-ban:

Jeloljiik a felbontasra kivalasztott polinomot f-fel.

(i)  valasztunk egy B pozitiv egész szamot, amely f mindegyik egyiitthatdja moduluszanal nagyobb.

(1)  f(B)-t torzstényezokre bontjuk.

(iii)  Felirjuk f{B) 6sszes pozitiv osztoit.

(iv)  Vessziik (sorba) f(B) pozitiv osztoit és felirjuk B alapba.

(v) Az igy kapott egylitthatokat (jeldljiikk g-vel) varialni kezdjiik és addig végezziik a varialast amig
az igy asszocialt polinom nem osztja f-et, vagy |g(1)| > |f(1)|, vagy deg(g) > deg(}).

(vi) Ha sikeriilt a felbontas, akkor kiirjuk a g egylitthatoit €s megallunk, ha nem, akkor vessziik a ko-
vetkezd 0sztot és visszatériink (iv)-re.

(vii) Ha az 6sszes osztot kimeritettiik és mégsem sikeriilt a felbontas, akkor kiirjuk, hogy firreducibilis
és megallunk.

Az algoritmus matematikai alapja garantalja a felbontas sikerét, amit az eddigi tesztelés egyértelmiien
igazolt. Lathato, hogy ebben az algoritmusban az egytitthatok hatékony varialasa a Iényeg.

Az egyiitthatok varialasan azt értjiik, hogy ha:

n=>b,B"+b, B" +..+bB+ b,ahozzirendelt polinom pedig:

g =bX" + by X" +...+b,X+b, akkor az egylitthatokon a kdvetkezd csoportositdsokat és Gsszevo-
nasokat végezhetjiik el.

1. (els6 faju varialas): ha b/k]/+1=B akkor bfk+1]=b[k+1]+1 és b[k]=-1.

2. (masod faja varialas): ha b/k/+1= B akkor b/k+1]=b[k+1]+1 és b[k] = 0 és b[k-1] = b[k-1]-B.

3. (harmad faju varialas): ha |b/k+1]+1| <B és |b[k]-B|<B, akkor bf/k+1]=b[k+1]+1 és b[k] = b[k]-B.

Es még elképzelhetd egy 4. varialas is, ahol nem kotnénk ki, hogy a varialas a B alapban torténjen.

De ennek a 4. faju varidlasnak a hidnyéban is jol dolgozik az algoritmus. Talan a 3.-at is ki lehetne iktat-
ni. Mi a varialast illetéen, a kodolas egyszerisitéséért egy kicsit eltértiink az eredeti dolgozattdl, abban a re-
ményben, hogy ez logikailag egyenértékii az ott kifejtettekkel. Természetesen tovabbi tanulmanyozas alapjat
képezi a leghatékonyabb varialasok kivalasztasa és a B alap megvalasztasa. Tovabba nem kellene f{(B)-t torzs-
tényezoOre bontani, csak miutan egy osztoval valo probalkozas sikertelen volt, azutan kellene egy Gjabb osztot
generalni €s azzal tovabb folytatni.

Egy els6 tesztsorozatban, az Osszes osztd helyett, a primtényezoket csak kettesével vettem és a ko-
vetkezd varianssal dolgoztam.

Jeloljiik a felbontasra kivalasztott polinomot f~fel.

1. valasztunk egy B pozitiv egész szamot, amely f mindegyik egyiitthatdja moduluszanal nagyobb.

II.  f(B)-t torzstényezbkre bontjuk.

30 Miiszaki Szemle o 43



III.  Felirjuk f{B) egy és két szorzétényezds pozitiv 0sztoit.

IV. Vessziik (sorba) f(B) pozitiv osztéit és felirjuk B alapba.

V. Az igy kapott egyiitthatokat (jeloljiikk g-vel) varidlni kezdjiik és addig végezziik a varialast, amig
az igy asszocidlt polinom nem osztja f-et, vagy |g(1)| > |f(1)|, vagy deg(g) > deg(f).

VI. Ha sikeriilt a felbontas, akkor kiirjuk a g egyiitthat6it és megallunk, ha nem, akkor vessziik a ko-
vetkezd osztot és visszatériink (IV)-re.

VII. Ha az 0sszes osztot kimeritettiik és mégsem sikertilt a felbontas, akkor ndveljiik az alapot (B-t) egy
kvantummal és visszatériink a (I1I)-re.

VIII. Haromszori alapndvelés utan kiirjuk, hogy firreducibilis és megallunk.

De a tesztelés soran mindig sikeriilt felbontanom az dsszetett polinomokat.

Tehat az a kovetkeztetés vonhat6 le, hogy vagy ki kell probalni az 6sszes oszto felét, vagy a primosztok
kettonkénti kombinacidival probalkozni mas-mas alapban. A teljes algoritmus beprogramozasahoz a kovetke-
z0 eljarasok sziikségesek: primtényezdére bontas, két egész egyiitthatds polinom maradékos osztasa, egy szam
Osszes osztoinak eldallitasa. Az elso kettd (primtényezore bontas és két egész egyiitthatds polinom osztasa, jol
ismert a ,,programozasi folklorban” — Knuth konyvében is vannak hatékony eljarasok). Egy szam 6sszes osz-
toinak eldallitdsara viszont mi talaltuk ki az itt kozolt rekurziv megoldast.

A programban a kesz eljaras végzi a varialasokat és az osztaselle a polinomok oszthatosagat ellendrzi.

A felbontasra kijelolt polinom bevitele egy deg(f)+2 elemii vektorba torténik, ahol deg(f), f polinom fo-
ka és az egyiitthatokat forditott sorrendbe irjuk be. Példaul f-el jelolve a vektort, f/1] a polinom fokszamat
tartalmazza, f/2] a szabad tagot, f/3] az X-es tag egyiitthatdjat, ... f/deg/f]+2] a dominans tagot, vagyis a leg-
magasabb fokszaml X-es tag egylitthatdjat. A kiiras is igy torténik, csak nem irattuk ki a fokszamokat.

Ezen eljarasokat lehetne javitani, optimalizalni, mi ezt nem tettiik még meg, mert az eredeti algoritmusra
Osszpontositottunk. Ugyanakkor, a program nincs lekezelve a tulcsordulds végett sem. A
http://www.csik.sapientia.ro/ghkar/oktatok/olahgalrobert.html helyrdl letoltheté program csak n < 20-ra mi-
kodik, ahol n a felbontasra varo polinom fokszdma. Még az is megtorténhet, hogy az olvasoé a tesztelés soran
egy olyan polinomot kap, amelyik reducibilis, a mi programunk mégsem tudja felbontani (mi 50 polinomra
leteszteltiik a programot jo eredménnyel). Ebben az esetben a hibat a programunkban keressék és ne az algo-
ritmusban.

A mellékelt pszeudokodban csak a Iényegesebb eljarasokat adtuk meg. Hasznaltunk egy Power nevii
hatvanyfiiggvényt k" kiszamitasara, tovabba a polioszt nevi eljaras két egész egyiitthatés polinom maradékos
osztasara szolgal. Ezeket nem részletezziik.

A primt nevi eljards egy egész szam primtényezOorebontasa €s egy Vandermonde-tipusti martix fel-
toltésére szolgal. Ha n = p,"'p,*... p,"" akkor az sszes osztok szama egyenlé: (a;+1)(asr+1)...(0,+1).

P 12 P 22 oee p,,z
D1 D2 Dn
pIaI p2a2 .. pnan

Az eljarasunkban dim-mel jeloltiik az alfakat, és a primtényezoket egy Vandermonde-tipusi matrixba
raktaroztuk a hatvanyaik sorrendjében.

KONYVESZET
[1.] Knuth D. E.: 4 szamitogép-programozas miivészete, 1, 11, 111 kotet, Miiszaki Kiad6, Budapest, 1992.
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Egyensulyi z6nak kaotikussaganak vizsgalata
a korlatozott haromtest problémaban, konzervativ integratorral
megvaldsitott, FLI és SALI feliiletekkel

Survey of Chaoticity of Zones Near Equilibrium Points
for the Restricted Problem of Three Bodies, with SAL/ and FLI Surfaces,
Calculated with a Conservative Integrator

Examinarea comportarii haotice a zonelor limitrofe punctelor de echilibru
pentru problema restransa a celor trei corpuri,
cu suprafete FLI si SALI, calculate cu un integrator conservativ

Drd. KOVACS Barna

Al. Papiu llarian Nemzeti Kollégium, Bolyai Farkas EIméleti Liceum, Marosvasarhely, Romania
t_barna_ro@yahoo.com

ABSTRACT

Chaos detection methods based on calculation of Fast Lyapunov Indicator (FLI) and Small Alignment
Index (SALI) are known as fast ones. The celerity of these methods can be improved by the use of a fast and
precise numerical integration method. With an integrator based on the conservative integration algorithm, we
constructed FLI and SALI surfaces near equilibrium points of the restricted three body problem, and
examined the chaotic nature of these zones.

Kulesszavak: numerikus integralas, korlatozott haromtest-probléma, kaosz, SALI, FLI

1. A KONZERVATIV INTEGRALAS ELEMEI

A Naprendszert leiré egyenletek egy konzervativ dinamikai rendszert alkotnak mivel, strlodas hi-
anyaban, tulajdonképpen elhanyagolhat6 surlodas mellett, a rendszer teljes energidja és impulzusnyomatéka
megmarad. Egy numerikus integrator hatasfoka lemérhetd, ahogy a rendszer dsszenergiajat az integralds soran
konzervalja. A konzervativ integralas egy ilyen numerikus modszer, melyet el6szor B.A. Shadwick, W.F. Buell
és J.C. Bowman (1999) mutatott be. A modszer alapdtlete a kovetkezd: a rendszer energidjat leiré egyenlet
valtozo6it egy olyan térbe kell transzformalni, amelyben az energiat leird egyenlet linearisan fiigg a transzfor-
malt valtozoktol. A transzformaciot egy, az uj valtozokra alkalmazott, integracios 1épés koveti valamely konven-
cionalis integratorral, majd a kapott 0j értékeket visszatranszformaljuk az eredeti rendszerbe. Az igy kapott értekek
adjdk a konzervativ médszer kovetkezé lépésének kezddértékeit. Legyen az x =f(x,¢) differencialegyenlet—

rendszer. A konzervativ prediktor—korrektor algoritmus soran egy olyan § = T(X) transzformaciot alkalmazunk,
amely altal a konzervalodo mennyiséga &, i=1,. .. ,n valtozoktol linearisan fiigg. Az eredeti térben alkalmazzuk
az

X =x, +7f(x,,?)

prediktort, mig a transzformalt térben a
E(t+7)=¢, +%(T'(x0)f(x0,t) +T (R (X,2+7))

korrektort, ahol &, =T(x,), T pediga T transzformacios fiiggvény derivaltia. Az 4j X vektort az
x(1+7) =T (¢ +7))
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forditott transzformacidobol kapjuk. Megjegyezziik, hogy az itt leirt és alkalmazott modszer konzervalja a
rendszer invariansait, de nem konzervalja sziikségszerlien a fazistér térfogatat: a konzervativ integraldsi mod-
szer nem szimplektikus modszer!

2. A KORLATOZOTT HAROMTEST PROBLEMA (KHTP) - MOZGASEGYENLETEK

A KHTP a kovetkezoképpen fogalmazhatd meg: Adottak P, P, és P;, tomegpontok, melyek kozott csak a
Newton—féle gravitacios vonzoerdk hatnak. Feltételezziik, hogy a P; tomege olyan kicsi, hogy hatasa a Pj-re
és Pyre elhanyagolhato, illetve azt, hogy P;és P, a kozos sulypont koriil egyenletes kérmozgast végez. P;
mindig ezen kormozgas sikjaban taldalhato. Meghatarozando a P; mozgdsa.

A mozgasegyenletek:

¥-2y= 0Q

0x
, ahol :

y+2x= N

4 (1)
_ 1 2 2 1_ﬂ H
Q==+ |+ el
— ml
m, +m2

n=y(x—u)+y?
r, = (x+1—,u) *+y°
Az (1) rendszernek egy elsdintegralja van, a Jacobi integral: C =2Q — ()'c2 +5° ) , ahol C a Jacobi-kons-

tans. Egy adott palyara a Jacobi-konstans értéke allando, igy a numerikus integralas soran ennek a szamitott
értéke, illetve értékvaltozasa, esetleg értékmegmaradasa az integralas pontossagat adja meg.
A KHTP Hamilton fliggvénye:

H%(xz +y-2)_%(x2 +y2)_1‘r“_rﬁ

1 2, )

Ha a ¢,=x, q,=y, p,=x-), p,=y+x helyettesitéseket alkalmazzuk, akkor a Hamilton-
fiiggvény kanonikus alakjat kapjuk:

1 1-
H=—(p2+p})+ pds = pot ——— =2
2 r o 3)
A mozgésegyenletek:
. OH
9 =5 .
op, 4 =p +4,
g zaﬂ 4, =P~ 4,
2
ap, . 1-u Y7,
' i’ hh=DP- 13 (Q1_ﬂ)_r_23(%+1_ﬂ)
==
dq, . 1-u Y7,
. oOH e S 7"13 q, _?Q2
Pr=—"5
% O
A (2), (3) és 4 egyenletekbdl kapjuk, hogy:
1., . 1 1- u
H=—(i+@)-~(qi+a3)-—2 -4
2 2 noon )
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A KHTP integralasa a konzervativ integratorral
A rendszer (4) prediktora:

{QiZQi+qiT
D.=p .+ pT 1=1,2
pz pz pl (6)
Legyen:
1 1 1., 1- 1.
E=—q’, E=—q, &=—@-—H-E g=_g
2 2 2 noon 2 7

A Hamilton — fiiggvény, (5) és (7) figyelembevételével, a:
H:_‘fl_‘§2+§3+f4 (8)

kifejezésre transzformalodik
A (4) rendszer korrektora:

T(e £\ .
E(t+7)=¢& +—(§ +§) i=1...4

2 ©)
Az egyes 1j é‘: értékek kiszamitdsa utdn az 0j helyzet- és sebességértékeket a (10) transzformaciokkal

szamoljuk ki
g, =signum(q, )\/ 251
g, =signum(g, )/ 24,

. . 2(1=u) 2
P, =—q, +signum(p, +Q2)\/2§3 +M+_ﬂ

h r

D, = q, +signum(p, — 51)\/2‘54 (10)

3. A GYORS LYAPUNOV MUTATO (FLI - FAST LYAPUNOV INDICATOR) —
A KAOSZ ESZLELESENEK ESZKOZE

Legyen :
x = F(x(t)), xeR", teNR,
X = F(x(1))

V= 3—5 (x())v

A kaotikus, illetve gyengén kaotikus és periodikus palyak azonositasara Froeschlé és szerzétarsai
(1997) a log||v(t)|| értéket hasznaltak mint gyors Lyapuov mutatot (Fast Lyapunov Indicator — FLI), egy adott

crcr

szamolva a [T -At, T ] intervallumban, mig Froesché ¢s Lega (2001) a gyors Lyapunov mutatd egy harmadik
definici6jat adtak meg: FLI(x(0),v(0),7)= sup log|v(k)|.
0<k<T

Fouchard és szerzétarsai (2002) altal végzett szamitasok kimutattak, hogy egy kaotikus palya e-
setében a FLI értékének novekedése exponencialis, mig a regularis, nem rezonans palyak esetében a FLI id6-
beni novekedése linedris. Periodikus palyak esetében a FLI éréke egy atmeneti valtozas utan egy konstans
értéket vesz fel, egy, a grafikonon az Ox tengellyel kbzel parhuzamos fennsikot (plateau) képezve. Ugyanitt a
szerz6k megallapitjak, hogy nincs egy adott FLI érték, amely egyértelmiien elvalasztja a gyengén kaotikus
palyakat a regularis és rezonans palyaktol.
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4. A SALI (SMALLER ALLIGNMENT INDEX) — A KAOSZ ESZLELESENEK ESZKOZE

A SALI modszert Skokos Ch. (2001) vezette be. A SALI segitségével sikeresen allapitottak meg egyes
Hamilton-rendszerekhez tartoz6 mozgasok kaotikussagat. A modszert sikeresen alkalmaztak tobbek kozott az
égi mechanikaban, palyak kaotikussaganak kimutatasara.

A SALI definidlasahoz tekintsiik egy konzervativ dinamikus rendszer & dimenzios fazisterét. A rend-
szer szabadsagfoka legyen N, igy k=2N. Az X(0)=(x,(0), x,(0), ..x,(¢)) kezdeti feltételekkel rendelkez§

palyat a Hamilton féle mozgasegyenletek hatarozzak meg, ezeknek az altalanos alakja:

RO _ pxey

dt (11)

ahol X(7) = (x,(2), x,(1), ...x, (1))-vel jeléltiik a palya helyét a fazistérben a ¢ idépillanatban.
A kaotikussag vizsgalata szilkségessé teszia V(¢) = (dxl(t), dx, (?), ...dx, (t)) kitérés-vektor vizsga-
latat. Esetiinkben a kitérés-vektor vizsgalata a
MO _ prx(0)-v)
dt (12)

variacios egyenletekkel torténik. Itt DF' jeloli a (4) rendszer mellé rendelt, a palya pontjaira szamitott Jacobi-
matrixot.

A SALI kiszamitasahoz tekintsiink két, V,(0) és V,(0) kitérés-vektort. A palya valtozasa soran min-
den integracios lépésre kiszamitjuk a

v v,
V] V>0

l

SALI(t) = min{

V() V0]
vl V.0

(13)
értéket. Ha a vizsgalt palya kaotikus, akkor a SALI értéke exponencialisan tart a nulldhoz, ellenkezd esetben,

vagyis periodikus illetve kvaziperiodikus palyak esetében, a (13)-mal megadott szamolt érték fluktuacios
mozgast végez egy pozitiv, nem nulla kozépérték kortil.
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2. abra. Kaotikus palya log(SALI) valtozasa
a lépésszam log(N) fiiggvényében
Infinitezimalis test - Nap — Jupiter rendszer,

1. abra. Kaotikus palya log(FLI) véltozasa
a lépésszam (N) fiiggvényében.
Infinitezimalis test - Nap — Jupiter rendszer,

Xy = -0.994430522142340, X0 =-0.994430522142340,
Yy = 0.00720, a Jacobi-konstans értéke Yo = 0.00720, a Jacobi-konstans értéke
C=3.038441716255740010 €=3.038441716255740010
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5. LAGRANGE-FELE EGYENSULYI PONTOK

A KHTP-nak a x=0, y=0, X=0, y=0 kezdeti feltételekre kapott megoldasait egyensulyi meg-
oldasoknak nevezzilk. Ha y #0 , akkor az eredmény az L, és Ls libracidos pontok koordinatai: L, =

1 3
27 2
egyenldszara haromszoget alkotnak. Ha y =0, akkor az L,, L, és L; pontokat kapjuk. Az L, pont x koordina-

I +3
Ly —E,g ) illetve Ls= L5( 1 — ). Az L,és L; libracios pontok a P; illetve P, pontokkal egy-egy

tajat az
x=u—-1-6,
O +3B-w)0 +(3-21)0 — ub* —2u6—u=0 (14)
rendszerbdl kapjuk, az egyenletet megoldva.
Hasonl6an az L, pont x koordinatéjat az
xX=u-1+86,
0 -B-w)0" +(3-21)0" — ub* +2u0— =0 (15)
rendszerbdl kapjuk, végiil az L; pont x koordinataja az
xX=u+0,
O +Q2+u)0 +(1+2u)8 —(1—w)0* 21— )0 —u=0 (16)

egyenlet megoldasa.

6. FLI ES SALI FELULETEK, MINT A PERIODIKUS PALYAK ESZLELESENEK ESZKOZEI

Egy adott L; (i=1..4) koriili feliilet pontjait egy 100x100-as pontracsba foglaltuk, amelynek minden
pontjabol egy-egy infinitezimalis testet inditottunk, az adott L,-nek megfeleld, allando Jacobi-konstans mel-
lett. A konzervativ integratorral minden palya esetében meghataroztuk a FLI és SALI valtozasat. Az integralas
a pontracs minden pontja esetében, amennyiben az regularis volt, 100 iddegységet tartott (r=700). Ha a palya
id6kozben kaotikusnak bizonyult, vagyis a SALI értéke 10™ nagysagrendiire csokkent, akkor az integralast
megallitottuk. Az eredményeket egy-egy 100x100-as matrixban taroltuk, melyeket aztan feliiletként abrazol-
tunk, a Matlab 6.0 szoftver segitségével.

A kapott feliileteket vizsgalva megallapitottuk, hogy viszonylag nagy kiterjedésti, Osszefiiggd, stabil

feliiletekbol, amelyek egy viszonylag kis FLI értékkel, FLI € [—4,—1], illetve egy viszonylag nagy SALI
értékkel, SALI € [1, 4] , jellemezhet6k, jo eséllyel indithatok periddikus vagy kvaziperiodikus palyak.

Megjegyzendd, hogy a felilletek eléallitasa soran, a Jacobi-konstans pontossaga a pontracs minden
pontja esetében 107"° nagysagrendii volt.

A periodikus/kvaziperiodikus palyakkal kecsegtetd pontokat Gigy azonositottuk be, hogy példaul a
FLI-feliilleten megkerestiik a kis FLI-érték, ,,sima” és dsszefiiggd feliiletrészeket. A tovabbiakban ezekbdl a
kis FLI-értékii pontokbol inditott infinitezimalis test palyajanak regularitasat vizsgaltuk. A SALI feliilettel
hasonlodan jartunk el, nagy értékeket keresve a feliileten.

Egy regularis, periodikus vagy kvaziperiodikus palya FLI illetve SALI értékeinek valtozasai az 5. és 6.
abrakon lathatok. A kezdOpont kivalasztasa a FLI-feliilet fent ismertetett kiértékelésével tortént. Az integralas
1épésszama (5. és 6. abra) N=2.25-10°, ami kozel 2.25 millio foldi évnek felel meg. Az integralas soran a
Jacobi-konstas hibaja 10" nagysagrendii volt.

7. KOVETKEZTETESEK

A konzervativ integrator gyors és hatékony eszk6z konzervativ dinamikus rendszerek numerikus in-
tegralasara. A konzervativ integratorral eléallitott és ismertetett FLI, illetve SALI feliiletek egy Osszképet ad-
nak az egyes egyensulyi feliiletek kaotikussagarol. A feliileteket vizsgalva, sikeresen azonositottunk olyan
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pontokat, amelyekbdl kvaziperiodikus palyara allithattuk az infinitezimalis testet. Megallapithat6, hogy a kon-
zervativ integratorral elallitott FLI, és SALI feliiletek alkalmasak regularis palyak észlelésére.

-0.8512308
10448305 9968305

-1.0928305
-012 R
11888305 1.1408308 X

FLI értékek

3. abra. FLI feliilet az L; pont kdrnyezetében. Infinitezimalis test—Nap—Jupiter rendszer.

C=3.038441716256784280
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4. abra. SALI feliilet az L; pont kérnyezetében. Infinitezimalis test—Nap—Jupiter rendszer.

C=3.038441716256784280
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5. abra. Regularis palya SALI valtozésa a 1épésszam fiiggvényében. Infinitezimalis test—Nap—Jupiter rend-
szer, Xp = -1.064030522142340, Y, = 0.00240, a Jacobi-konstans értécke C=3.038441716255740010
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6. abra. Regularis palya FLI valtozasa a 1épésszam fliggvényében. Infinitezimalis test-Nap—Jupiter rendszer,
Xy =-1.064030522142340, Yy = 0.00240, a Jacobi-konstans értéke C=3.038441716255740010

Felvetddik a kérdés: milyen FLI értékek mellett tekinthetjiik a palyat kaotikusnak. A valasz érdekében
feljegyeztiik a FILI értékét abban a pillanatban, amikor a SALI mutato a feliilet készitésekor a kdoszt kimutatta,
azaz a 10 érték ala esett. Az eredmények Osszesitését harom rendszerre Fold-Hold, Nap—Jupiter illetve 51
Peg—51 Peg b kdrnyezetében mozgoé infinitezimalis test estében végeztiik el. Az eredményeket, a kdosz megje-
lenésekor lejegyzett kritikus FLI értékeket a 7., 8. és 9. abrakon mutatjuk be. Az egyes rendszerek FLI értéke-
inek eloszlasat a 10., 11. és 12. abrak szemléltetik. Megfigyelhetd, hogy mindharom rendszer esetében mas és

m,
m, +m,

mas a kritikus FLI érték atlaga. A kritikus FLI érték és az egyes rendszerek u = tomegaranya kozot-

ti esetleges Osszefliggés megallapitasara tekintsiik az 1. tablazatot, illetve a 7., 8. és 9. abrakat:

Fold—Hold—kis test Nap—Jupiter—kis test | PEG 51-PEG 51 b—kis test
U 0.012290969899665600 | 0.000953875 0.00042596708015267
FLLijg 2.63198845 1.693380413 1.365341897
FLLygimum | 6.388382706 3.63089685 3.166028883
FLLyinimum | 1.430667576 0.550352528 0.20429205

1. tablazat
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7. abra. FLI értékek a SALI altal kimutatott kdosz megjelenésekor. Fold—Hold—kis test rendszer.
FLI;0=2.63198845, legkisseb érték FLI,;,=1.430667576, legnagyobb érték FLI,,.~=6.388382706
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8. abra. FLI értékek a SALI altal kimutatott kaosz megjelenésekor. Nap—Jupiter—kis test rendszer.
FLIije= 1.693380413, legkissebb érték FL1,;,= 0.550352528, legnagyobb érték FLI,,.= 3.63089685
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9. abra. FLI értékek a SALI altal kimutatott kaosz megjelenésekor Peg 51-Peg 51b—kis test rendszer.
FLI;0e= 1.365341897, legkissebb érték FLI,;,,= 0.20429205, legnagyobb érték FLI,.= 3.166028883
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10. abra. Kritikus FLI értékek spektruma, Fold—  11. abra. Kritikus FLI értékek spektruma, Nap—
Hold-kis test rendszer Jupiter—kis test rendszer
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12. abra. Kritikus FLI értékek spektruma, PEG 51-PEG 51 b—kis test rendszer
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13. abra. A kritikus LI atlaganak valtozasa a p tomegarany fliggvényében
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14. abra. A kritikus FLI/ maximumanak valtozasa a p tomegarany fiiggvényében
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15. abra. A kritikus FL/ minimumanak valtozasa a p tomegarany fiiggvényében

A 13., 14. és 15. abrakat figyelembe véve megallapithatd, hogy létezik egy linearis fiiggdség a to-

megarany és a kritikus FLI érték kozott.
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Szamonkérési formak programozasi versenyeken
Examining Methods of Programming Competitions

Metode de examinare la concursuri de programare
'Dr. TARCSI Adam, “Dr. ZSAKO LaszI6

ELTE Budapest, Informatikai Kar
'ade@elte.hu, *zsako@Iudens.elte.hu

ABSTRACT

In Hungary (and in other countries) the computer science competitions have had almost 30-year tra-
dition. The majority of these are programming competitions in which relatively narrow amount of people
participate. The remarkable part of informatics is about the applications, which requires a totally different
knowledge. This paper is going to show the differences of the programming competitions. The application
competitions are the topics of another presentation.

We think that the “‘without-computer” and “‘with-computer” done competitions play a very important
role. Both types of the competitions have parts that expect a well defined knowledge from the students. At the
national competitions it’s practical to measure this knowledge at the first and partly at the second round. For
the most talented students these competitions are preparations for the future of profession on Informatics thus
they have to be contacted with similar exercises to the Olympic competitions. We mind that improving the
informatics knowledge has to be gradually, as we will show it in our examples.

Kulcszavak: Informatika versenyek, szamonlkérés, feladatok

1. INFORMATIKA VERSENYEK ROVID TORTENETE MAGYARORSZAGON

Magyarorszagon egy 1983-as probalkozas utan 1985-ben kezdddott az orszagos informatika versenyek
sorozata [1]. Ugyanekkor indult példaul Bulgariaban [2] ¢és Szlovakiaban [3] is. Németorszagban ennél is ré-
gebben kezdddtek az informatikai versenyek [4].

Sok éven keresztiil programozasi versenyrdl beszélhettiink (Nemes Tihamér OKSzTV), harom korcso-
portban: 5-8., 9-10., illetve 11-12. osztalyos tanuloknak. Az orszagos versenyek mindig 3 fordulosak: iskolai,
regionalis és orszagos forduloval.

Az 1989-ben kezdddott International Olympiad in Informatics [S] és az 1994-ben indult Central-
European Olympiad in Informatics” [6] miatt 1989-t3] a programozasi versenyrendszer egy negyedik fordulo-
val, az olimpiai valogatdversennyel boviilt.

A résztvevOk szamanak alakulasat mutatja a mellékelt 1. abra.

Résztvevok szama

Létszam

—— T
A S N > ) N\ ) N > 3

o S ) ) 9 N o $
N N NI NI N N SR

1. abra

" Koériilbeliil ebben az id8ben indult tébb mas regionalis verseny, pl. Balkan Olympiad in Informatics, illetve Baltic Olympiad in In-
formatics.
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A diagram érdekes jellemzoje (de most nem témank), hogy az indul6 versenyzok létszama erds korrelacidban
all a kozoktatasban ajanlott, vagy kotelezé informatika tandrak szamaval.

A Logo programozasi nyelv széleskori elterjedése miatt (bekeriilt a Nemzeti Alaptantervbe, illetve a
Comenius Logo tobb szaz iskoldba eljutott) 1998-ban indult a Logo programozasi verseny. Ez az évek soran 4
korcsoportra tagozodott: 3-4., 5-6., 7-8., illetve 9-10. osztalyos tanuldknak (a Nemes Tihamér versenyhez
hasonloéan iskolai, regionalis és orszagos forduldval).

A mellékelt diagramon (2. abra) latszik a gyors felfutas és a stabil 3500 koriili résztvevo szam.

Résztvevok szama

4500
4000
3500
3000
2500
2000
1500
1000
500
0 T T T T T
1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
Ev

Létszam

2. abra

A programozasi versenyek sikere utan tobb évvel jelentek meg masfajta informatikai versenyek. Az
1995-ben indult budapesti alkalmaz6i verseny (rajzolas, szovegszerkesztés, tablazatkezelés, adatbazis-kezelés,
honlap-szerkesztés, prezentacid) 2004-t6] orszagos tanulmanyi verseny, 2 korcsoportban 9-10., illetve 11-12.
osztalyos tanulok szamara.

A mellékelt diagramon latszik, hogy a résztvevok szama szinte pillanatok alatt tulszarnyalta a masik két
verseny induloinak 1étszamat.

Résztvevék szama

6000
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Létszam

2004 2005 2006
Ev

3. abra

2. PROGRAMOZAS ISMERETEK SZAMONKERESI MODSZEREI ]
(A NEMES TIHAMER OKSZTV FELADAT-TiPUSAIN ILLUSZTRALVA)

Szamitégép nélkiili szamonkérések

Az iskolakban tartandd elsé forduldban a tanulok amalizalé képességét tessziik probara szamitogép
hasznalata nélkiil: 6-10 kisebb feladatot (algoritmus- vagy programrészletet, miikodési vazlatot) adunk, és
olyan kérdésekre varunk valaszt, mint pl. (1) mit csindl? (2) milyen hibak vannak benne? (3) milyen feltételek
mellett miikddik? (4) mi hianyzik bel6le? (5) mire hasznaljuk a valtozokat? (6) megoldja-e a kitiizott felada-
tot? (7) mit tudunk a valtozok értékeir6l? stb. Ebben a forduloban szamitdégép nem hasznalhato.

Ez a feladattipus az egyes orszagok informatikai versenyein ritkasag. Jellemzoen a 15-20 évvel ezelétti
versenyeken fordul el (pl. Bulgaria, Németorszag, Szlovakia [2,3,4]). A magyar programozasi versenyeken
azonban mind a mai napig megmaradt. Ennek elsédleges oka nem a hagyomany, hanem az informatika okta-
tas célja. Ugy gondoljuk, hogy a mindenkinek sz6l6 informatikaban is sziikség van algoritmizalasi ismeretek-
re. Itt azonban az elsddleges cél az algoritmusok megértési és végrehajtasi képessége. ToOmeges verseny esetén
emiatt ezt a képességet kell mérni a verseny elsé forduldjaban. Valdsziniileg hasonld céllal vannak jelen a
Theoretical problems a litvan olimpidkon is [9]. Hasonl6 az Australian Informatics Competition: Sample
Questions, itt azonban a valaszok is megjelennek, tesztszerlien, és a versenyzoknek csak valasztani kell kozii-
lik [11].
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E kiilonlegesség miatt itt kicsit részletesebben foglalkozunk ezzel a feladattipussal.
Egyik lehetdség egy algoritmus miikddésével kapcsolatos kérdések feltétele. Ez elképzelhetd ugy is,
hogy nem adjuk meg, hogy az algoritmusnak mi a feladata. Ilyenkor kérdezhetjiik azt, hogy adott bemenetre
milyen eredményt kapunk (pl. First Bulgarian National Olympiad, Problem 2 [7]), illetve azt, hogy adott ki-
menet esetén mi lehetett a bemenet (pl. First Bulgarian National Olympiad, Problem 4).
A mi példankban megmondjuk mi a feladat, majd kétféle kérdést tesziink fel:
¢ mi a helyes miikddés feltétele, illetve ha a feltétel nem teljesiil, akkor mit kapunk eredmény-
ként;
% helyes mitkodés esetén mik a szélsGséges esetek a futasi id6re?”
Az alabbi algoritmus két rendezett vektor (4, B) elemeibdl dllit el6 egy ujabb rendezett vektort, amelyben azok az
elemek szerepelnek, amelyek legalabb az egyikben eléfordulnak. Az eredmény minden elemének kiilonbozonek kell

lennie.
Osszefuttatds (A,N,B,M,C,K) :
I:=1; J:=1; K:=0
while ISN and J<M do
K:=K+1
if A(I)<B(J) then C(K):=A(I); I:=I+1
elif A(I)=B(J) then C(K):=A(I); I:=I+1; J:=J+1
else C(K):=B(J); J:=J+1
endif
endwhile
endproc.
A. Milyen feltételeknek kell teljesiilniiik A-ra és B-re az eljards helyes miikodéséhez?
B. Milyen hibdt okoz az eredményben, ha ezek a feltételek nem teljesiilnek?
C. Helyes miikodés esetén, rogzitett N és M esetén milyen A és B vektorra a leggyorsabb, illetve a leglassubb az

algoritmus?

Egy masik feladattipus esetén az algoritmust szovegesen kozoljiik, majd a megértését probaljuk el-
lendrizni. A lehetséges kérdések itt az adatokra vonatkozd invarians allitassal, a bemenet és a kimenet kozotti
Osszefiiggéssel, az algoritmus végrehajtasa befejezddésének feltételével kapcsolatosak.

Egy dobozban fekete és fehér borsszemeket tarolunk. Véletlenszeriien kivesziink 3 szemet. Ha mindharom fekete,
akkor nem tesziink semmit. Ha két fekete van koztiik, akkor mind a harmat visszarakjuk. Ha két fehér van koztiik, ak-
kor a feketét visszarakjuk. Ha mindharom fehér, akkor pedig egy fehéret rakunk vissza. Ha kettonél tobb bors maradit,
akkor a maradékra a fenti algoritmus ujra kezdodik.

A: Hogyan vdltozik a fekete, illetve a fehér borsszemek szama az algoritmus végrehajtasa soran?

B. A borsszemek szamanak milyen lényeges tulajdonsdga nem vdltozik meg az algoritmus végrehajtdsa soran?
C. Milyen kiindulo dllapot esetén keriilhetiink végtelen ciklusba az algoritmus végrehajtisa sordan?

D. Mitdl fiigg, hogy a végén hany bors marad és azok milyen sziniiek?

A harmadik példankban egy adatstruktira megértését, a vele dolgozo algoritmussal kapcsolatos kér-
dések megvalaszolasat varjuk el.

Egy vasutvonal két allomasan egy nap feljegyeztiik az dsszes, a masik felé athalado vonat indulasi, illetve érkezési
idejét. Feltételezziik, hogy a vonatok a vizsgalt szakaszon nem elozhetik meg egymdast és egymassal szemben soha sem
haladhat két vonat. N adatpart ismeriink, mindegyik egy dllomds sorszamot és egy idopontot tartalmaz, idé szerinti
sorrendben. Ezek alapjan a program talalja ki, hogy melyik adatparban van indulasi és melyikben érkezési ido.

A. Mit ir ki az alabbi algoritmus?
B. Mi a Queue szerepe az algoritmusban?

C. Mi a szerepe a (*)-gal jelolt sornak?
SorInicializdlds
while not eof? do
Olvas (dllomds, time)
if empty?(Queue) then x:=dllomds endif (*)
if dllomds=x then Sorba (time)
else Sorbdl(t); write(time-t)

endif
endwhile
D. Mi lesz a sor tartalma lépésenkent a ciklusmag elején, ha az adatok a kévetkezok:

(1,1),(1,3),(2,4),(1,4).(1,5),(2,5),(2,6),(2,7),(2,8),(2,9).(1,13),(1,14)?

A versenyekrdl vett példak szovegét dSlten szedve, keretezve kozoljiik.
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A kovetkezo példa nyelvek szintaktikai szabalyainak megértését, a nyelvet generalé automata mitkodésének

megeértését, a rekurzid fogalmanak, a rekurziv kiszamitas modjanak hasznalatat kéri szamon.

A FURA nyelvben (a szokdsos kettes szamrendszer helyett) harom jelet (A, B és C betii) hasznalnak a szavak le-
irasara. Mivel ez egy mesterséges nyelv, a szavakat szigorui szabalyok betartasaval hozzdk létre.

s A kiindul6 sz6 mindig az ABB sz0.

s Barmely A-val kezdddd szo A mégotti része megduplazhato (Ax..y szobol Ax..yx..y alkothato).
v Sz0 végi B betii helyébe C irhato.
s BC sz6 helyére BBCC irhato.
& BC sz06 torolheto.

% BCB 526 helyére BB irhato.
A. A FURA nyelv szavai-e az AC, ABBCC, ABCCC, ABBBBBB szavak? Amelyik igen, arra add meg, hogy milyen
szabadlyok alkalmazdsdval kaphato az ABB szobol!
B. Fogalmazd meg, milyen szabdlyoknak kell teljesiilnie egy szora, hogy a FURA nyelv szava legyen!

Utolso példank pedig a dinamikus programozas elvének megértésérol, annak kézi kivitelezésérdl szol.

Egy karaktersorozat tiikorszo, vagy palindrom, ha szimmetrikus, azaz ha balrol jobbra és jobbrol balra olvasva
azonos.

Példaul 2 karakter beszurdsaval az S=,,Ab3bd” karaktersorozat palindromma alakithato (,,dAb3bAd” vagy
,Adb3bdA " is lehet beldle). Kettonél kevesebb karakter beszurdasaval azonban ebbdl a karaktersorozatbol nem allit-
hato el6 palindrom.

Jeloljiik M(i, j)-vel minden (i, j) I<ISJ<N indexpdrra, hogy az S[i..jI=S[i]...S[j] szo legkevesebb hany betii-be-
szurassal tehetd tiikorszova!

A. Add meg, hogy S="FAKANAL?” esetén hogyan néz ki az M matrix!

B. Adj képletet M(i, j) kiszamitdsdra!

A Nemzetkozi Informatikai Didkolimpian egyszer tortént kisérlet ilyen feladat kitlizésére, 1995-ben,
Hollandiaban [8], azdta az olimpidkon ezt a feladattipust senki sem tamogatja. A mi feladataink ennél sokkal
egyszeribbek, rovidebbek, szélesebb versenyzo6i kor szamara érthetdek.

A fentiekkel azt szeretnénk bemutatni, hogy az egyszeri algoritmus végrehajtasi képességen tul ezek a
feladatok alkalmasak programozasi ismeretek bevezetésére, emiatt a tanitasi folyamatban hatékonyan felhasz-
nalhatok.

Szamitogépes szamonkérések

A magyar verseny masodik forduldjaban harom-6t kisebb, konstruald, szintetizalo jellegii feladatot kell
megoldani; a rendelkezésre allo id6 5 ora. Csak a futasi eredményt értékeljiik, nem pedig a megirt program
szovegét. Sulyt helyeziink arra, hogy a versenyzok pontosan betartsdk a specifikaciot, ne csak tartalmilag,
hanem formailag is legyenek eldiras szerintiek az eredmények. Ebben a forduloban korcsoportonként 200-300
versenyz6 szerepel.

Ez a feladattipus mar lényegében megfelel a nemzetkdzi informatikai olimpidkon hasznalt feladatoknak,
van azonban tobb, 1ényeges kiilonbség.

A korcsoportonként szervezett versenyben fokozatosan kell eljutni a didkolimpiak feladattipusaihoz.

A legkisebbeknek olyan feladatokat kell megoldani, amelyben néhany elemi adatbol kell valamit ki-
szamitani.

Az idot (ora, perc, mdsodperc, szazadmdsodperc) formaban taroljuk. Olyan tipusu kérdéseket szeretnénk feltenni,
hogy ha most 8 ora 10 perc 12 masodperc 3 szazadmdsodperc van, akkor mennyi lesz az ido 80 masodperc mulva,
illetve hogy mennyi volt az idé ezeldtt 2 ora 15 perccel. Azaz az id6 tipusu adatokra el kell késziteni az 6sszeadds és a
kivonds miiveletet.

Keszits programot, amely beolvas egy idopontot: O, P, MP, SZMP formaban (0<O<23, 0<P<59, 0<MP<59,
0<SZMP<99), majd egy idé tavolsdagot (0<A, 0<B, 0<C, 0<D) és kiirja, hogy mennyi volt az idé A ora B perc C ma-
sodperc D szazadmasodperccel korabban, illetve késobben!

Hasonlo6 probléma (Third Millenium) talalhat6 a XI. Lithuanian Olympiads in Informatics [9] olimpién a
juniorok mésodik forduldjaban. E feladattipus jellemzdje, hogy csupan a megoldas helyességével kell torddni,
hatékonysagi szempontokra itt még nem gondolunk.

A masodik és a harmadik korcsoportban részben elemi algoritmusokkal foglalkozunk.

Ennek fontos jellemzdje, hogy a magyar informatika érettségi vizsgan is ilyen jellegli feladatok for-
dulnak el6. A verseny erre kivalo elokészitést jelent.

Az alabbi feladat egy intervallum-sorozat unidjanak kiszamitasarol szol.
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Egy kidllitas hdarom napon keresztiil folyamatosan nyitva tart éjjel-nappal. A latogatoknak elére meg kellett ven-
nitik a jegyet, mégpedig ugy, hogy meg kellett mondaniuk, hogy mikor érkeznek, és mikor tavoznak a kiallitasrol. A
kidllitas szervezdi igy pontosan tudjak, hogy mikor nem lesz senki a kiallitason. Azt tervezik, hogy csak azokra az ido-
szakokra biztositanak személyzetet, amikor lesz latogato.

Készits programot, amely kiszamitja azokat az idéintervallumokat, amikor személyzetet kell biztositani!

A masik feladattipus ismert, nevezetes algoritmusok alkalmazasat igényli, az alabbi példaul egy teriilet
befestését.

Egy négyzet alaku teriiletre egy befestett sokszoget rajzoltunk, amelynek oldalai ook
parhuzamosak a képernyd szélével. 7lo| X[x|x|o|x
Készits programot, amely megadja, hogy hany képpontbdl all a sokszog! slol o o[ o
Az dbran X jeloli a sarokpontokat, O a hatdrvonalakat, s sziirkére festettiik a ‘3‘ g 202 g
sokszoghoz tartozo Osszes pontot. 2ol | [T []o] ||
1|X|0|O0|0|0|0(X
1(2|3|4]|5]/6]7/8|9

Ugyanilyen jellegli feladat példaul Horvatorszagbol: SVEMIR (Croatian Highschool Competitions in
Informatics, 2005, National Competition #1 [10]).

Tobb olyan feladat is eléfordul, amelyek elokészitik a komolyabb algoritmusokat. Az alabbi feladat egy
iranyitott graffal kapcsolatos kérdéseket tesz fel, de koziililk csak a harmadikhoz sziikséges grafbejaras, az
els6 kettd tulajdonképpen adott tulajdonsagu pontokat keres a grafban.

Egy csapatversenyben N csapat vesz részt, a csapatokat 1 és N kozotti sorszamukkal azonositjuk. Ismerjiik M mér-
kozés eredmeényét, barmely két csapat legfeljebb kétszer jatszhat egymassal.

Irj programot az alabbi feladatokra!

A. Adj meg két csapatot, amelyek mdr legyozték egymast!

B. Add meg azokat a csapatokat, amelyek mar jdtszottak, de még senki nem gyozte le dket!

C. Adj meg egy csapatot, amely ., kizvetve legyizte magat” (azaz pl. A ilyen, ha A legydzte B-t, B legyozte C-t, ...,
Y legyozte Z-t és Z legyozte A-t)!

Bar ezen feladatok némelyikénél a hatékonysag is szamithatna, ebben a forduloban lényegében nem fog-
lalkozunk ezzel. Az adatok mennyisége ugyanis vagy nagyon kicsi, vagy a legrosszabb megoldasi Otletek
esetén is viszonylag gyors megoldast kaphatunk. Ebben az esetben amely program 1 percen beliil nem ad
megoldast, az majdnem biztos, hogy 1 napon beliil sem.

A harmadik forduloban a feladatok tipusa lényegében nem valtozik; a rendelkezésre allo id6 6 ora. Itt
korcsoportonként 50-80 versenyz6 szerepel. A versenyzok itt is 1 perces idélimitet kapnak, ez azonban mar
alkalmas az exponencialis és a polinomialis algoritmusok megkiilonboztetésére.

Itt mar a 9-10. osztalyosok feladatai is részben megfelelnek a didkolimpiakon eléfordulo feladatoknak, a
11-12. osztalyosoké pedig csak ilyen tipusu. Nem hasznaljuk azonban még az dsszes lehetséges feladattipust.
Jellemezd erre a forduléra a kiilonb6z6 graf-algoritmusok hasznalata, mint az alabbi, mélységi bejarasra épiild
¢ldabol 1atszik:

A varosi vidampark tobb részlegbdl all. Az egyes részlegeket kétiranyu utak kétik 6ssze. Az uthalozat olyan, hogy
barmely részlegtol legfeljebb harom kozvetlen ut vezet mas részleghez, kivéve a fobejaratot tartalmazo részleget, on-
nan legfeljebb két masik részleghez vezet kéozvetlen ut. Egy részleghez érve csak a részlegen keresztiil lehet masik utra
lépni. Minden részleghez el lehet jutni — esetleg mas részlegeken keresztiil — a fobejaratot tartalmazo részlegtol. Min-
den részlegbe csak az oda szolo belépdjeggyel lehet bemenni. Kedvezményesen lehet venni olyan belépdjegy kéteget,
amely minden részlegbe pontosan harom jegyet tartalmaz.

Keszits programot, amely kiszamit egy olyan séta utvonalat, amely a fobejaratot tartalmazo részlegtdl indul, oda ér
vissza és minden részleget tartalmaz, de minden részleget legfeljebb haromszor!

Sok esetben nem graf a feladat hatterében 1évo adatstruktura, hanem fa. Itt az alapvetd egyszeri rekurziv
bejarasok mellett érdekes példaul a C részfeladat:

Egy titkos tarsasag hierarchikusan épiil fel, minden tagja csak a felettesét és a hozza kézvetleniil beosztott legfel-
jebb két tagot ismeri. A tarsasagnak pontosan egy olyan tagja van, akinek nincs fonoke. Barmelyik tag kiildhet levelet
barmelyik tagnak. Azonban minden level csak ugy juthat el a feladotol a cimzetthez, hogy egy lépésben vagy a kozvet-
len fonokhoz, vagy kozvetlen beosztotthoz tovabbitodik.

Irj programot, amely adott két, X és Y tagra kiszamitja az alabbi kérdésekre adandé valaszt!

A. Hany beosztottia — nem csak kozvetlen — van az X és az Y tagnak?

B. Hany lépéssel tovabbitodik egy levél, ha X kiild levelet Y-nak?

C. Mennyi a legkevesebb lépésszam, ami alatt biztosan odaér egy levél, barki legyen is a felado, illetve a cimzett?
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Minden évben szerepel a moho stratégia, a fiatalabb korosztaly altalaban olyan feladatot kap, amely emlékez-

tet valamelyik 1-2 évvel korabbi diakolimpiai, illetve olimpiai valogatéversenyes feladatra:

Egy népszerii zenekar a kévetkezo évre vonatkozo fellépéseit tervezi. Sok meghivasa van fellépésre, ezek koziil kell
a zenekarnak valasztani, hogy melyeket fogadja el. Minden fellépés pontosan egy napot foglal el. Minden beérkezett
meghivasi igény egy (e, u) szam-pdrral adott, ami azt jelenti, hogy az igénylo azt szeretné, hogy a zenekar olyan k sor-
szamu napon tartson nala koncertet, hogy e<k<u. A zenekarnak az a célja, hogy a lehetd legtobb fellépése legyen.

Készits programot, amely kiszamitja, hogy mely meghivasokat fogadja el, hogy a kévetkezo évben a lehetd legtobb
fellépése legyen, es a programod adjon is meg egy beosztast!

A didkolimpiai valogatoversenyen kortilbeliil 25-30 versenyz6 vesz részt, koziiliik kertil ki az 10I-s és a
CEOI-s csapat 4-4 tagja. Alapelviink, hogy az IOI-s csapatba 11-12. osztalyos, a CEOI-s csapatba pedig 9-11.
osztalyos tanuldk keriilhetnek, ezzel is szeretnénk lehetéséget biztositani a fiatalabb korosztalynak a nemzet-
kozi megmérettetésre.

E verseny feladattipusai, értékelési szempontjai, idélimitjei sz6 szerint azonosak az informatikai didk-
olimpiakkal. Hatarozott eltérés tobb diakolimpiatél, hogy a feladatok jelentds részében van részfeladat, amely-
re kiilon pontok szerezhet6k. A tesztesetek kivalasztasa is eltér a diakolimpiai feladatokétol. Erre mutat példat
a kovetkezo, specialis minimalis fesziterd6 megadasat kéro feladat, és annak értékelése:

A Malomipari Vallalat K malomban 6rol és csomagol
lisztet. A lisztet N varosba kell elszallitani ugy, hogy a szalli-
tasi osszkoltség a leheto legkisebb legyen.

Irj programot, amely megadja a minimalis szallitasi
koltséget, illetve minden varosra, hogy oda melyik malombol
kell szallitani a lisztet!
Ertékelés:
Minden varosban van malom 0+1 pont
Sehol nincs malom 1+0 pont
Egyetlen malom, mindenhova van kézvetlen ut 0+1 pont
Egyetlen malom, t6bb lépéses utak is vannak 1+1 pont
Egyetlen malom, nem a legrévidebb éleket kell valasztani 1+1 pont
Tobb malom, a legrévidebb éleket kell valasztani 1+1 pont
Tobb malom, nem a legrividebb éleket kell valasztani 1+1 pont
Tobb malom, nem dsszefiiggd graf, minden komponensban van malom 1+1 pont
Tobb malom, nem dsszefiiggd graf, nem megoldhato 1+0 pont
Véletlen kozepes teszt 1+1 pont
Véletlen kozepes teszt 1+1 pont
Véletlen nagy teszt 2+2 pont
Véletlen nagy teszt 2+2 pont

Az értékelésbol latszik, hogy az egyszeri specialis esetek megoldasat is pontozzuk. Masik jellemzd,
hogy elég sok pontot lehet szerezni a nem optimalis megoldasokkal is, csak az utols6 4 teszt kiiloniti el az
optimalis megoldasokat (bar 12 pontot érnek a lehetséges 26-bol).

A tovabbiakban csak az 1j feladattipusokat nézziik at. Az elmult években az informatikai didkolim-

iakon gyakran megjelennek a kombinatorikus feladatok, emiatt az olimpiai valogatasunkon is sziikség van ra:

A processzorgyarto cégek megallapodtak abban, hogy milyen rendszert alkalmaznak az dltaluk gyartott processzo-
rok azonositasara. Minden cég kap egy betiikészletet, és ezekbdl kell az azonosito kodot képeznie ugy, hogy minden
betii pontosan egyszer szerepeljen az azonositoban. Példaul egy cég azt kapta, hogy minden azonositoja egy-egy ’a’,
b, 'c’, 'd’és x’ betiit tartalmazzon. A processzorok a gyartasi sorrendben abécé szerint ndvekvéen kapjak mindig
a kovetkezd azonositot.

Keszits programot, amely adott azonositora kiszamitja a kdvetkezd két kérdésre a valaszt.

A: Hanyadik a gyartasi sorrendben a processzor? (0-tol sorszamozva)

B: Mi az abdcé sorrendben rakovetkezo szabdlyos azonosito?

Szintén jellemz6 feladatok a didkolimpidkon az interaktiv feladatok osztalyaba tartozo kétszemélyes ja-
tékok. Ilyet altalaban a valogatas utolso fazisaban hasznalunk:
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A Mancala csaladba tartozo jatékok, amelyeket kavicsokkal és iiregekkel jatszottak, a leg- 4. 3,
osibbek koziil valok. A mini mancala valtozataban, amely kétszemélyes jaték, négy iireg van.
Az 1. és a 2. lireg az egyik, a 3. és 4. tireg a masik jatékoshoz tartozik. A jaték kezdetén az

tiregekbe véletlenszeriien beraknak legfeljebb 8 kavicsot. A jatékosok felvaltva lépnek, az 1-

es jatékos kezd. A soron kdvetkezd jatékos kivalaszt a hozza tartozo tiregek koziil egyet, majd

kiveszi az abban 1évd Osszes kavicsot. Ezutan a kivett kavicsokbol egyet eldob, a tobbit pedig

szétosztja az iiregek kozott az alabbiak szerint. Az orajarassal ellentétes iranyban haladva

minden érintett iiregbe rak egy kavicsot, de kihagyja azt az iireget, amelybdl kivette a kavi-
csokat. Példaul, ha az 1. iireget valasztja, amiben 6 kavics van, akkor sorrendben a 2., 3., 4.,
2. és 3. iiregbe rak egy-egy kavicsot.

A jaték akkor ér véget, ha a soron kévetkezd jatékos nem tud lépni, mert mindkét hozza tartozo iireg iires. Az a ja-
tékos nyer, aki utoljara tudott lépni.

crer

Az elmult 2-3 évben jelentek meg hangstlyozottan a geometriai feladatok, amelyek azonban a didk-
olimpiai szokasoknak megfelelden csak egész aritmetikara épiilve is megoldhatok:

Adott a sikon egy P ponthalmaz és két kitiintetett pontja; a és b. Kiszamitandé egy ol
olyan a-bél b-be vezets, nem-metszd tortvonal, amelynek csiicspontjai pontosan a P pont-
halmaz elemei. A pontokat az 1,...,N szamokkal azonositjuk. Egy ilyen tortvonal megadhato 3
a pontok azonositoinak egy olyan felsorolasdaval, amelyben az elsé elem a, az utolso b, to-
vabba az egymast kovetd pontokat kotjiik 6ssze egyenes szakaszokkal. 6

Irj programot, amely kiszamit egy a-bol b-be vezetd, nem-metszé tortvonalat!

1

Osszefoglaloan nézziik meg, milyen feladattipusokat hasznalunk az egyes korosztalyok versenyein:

5-8. osztaly Ciklus nélkiili feladatok, szamlalas, keresés, rendezés, kivalogatds, maximumki-
valasztas, unid, metszet, szimulacio, szovegelemzés, szovegformazas, specialis rende-
zések, egyszerli online algoritmusok, kis elemszdmu sorozatok feldolgozasa.

9-10. osztaly Az el6z6 feladattipusokon tal:

Geometriai algoritmusok, intervallumokkal, halmazokkal kapcsolatos algoritmusok,
Rekurzié, fakkal kapcsolatos rekurziv algoritmusok, grafok elemzése, elemi graf-
algoritmusok, backtrack, grafikai alapalgoritmusok, moho stratégia, dinamikus progra-
mozas, adatstrukturak alkalmazasa, szovegformazas, szovegelemzés, bitmintak elemzé-
se, szimulacio, specialis strukturak bejarasa, online algoritmusok, feladatmegoldas au-
tomatakkal.

11-12. osztaly Az el6z6 feladat-tipusokon tul:

Grafbejaras, feszitofak, szovegfeldolgozas (tomorités, keresés), automatak, kombi-
natorikus algoritmusok.

Olimpiai valoga- | Az el6z0 feladat-tipusokon tul:

toverseny Kombinatorikus algoritmusok, interaktiv feladatok, kétszemélyes jatékok nyerd stra-
tégiaja, feladatmegoldas specialis ,,gépekkel”.

A fenti tablazatbol latszik, hogy a feladattipusokban nagy ugras az elsd két korcsoport hatdran van. A
tobbi korcsoportban, illetve versenyeken a feladatok témakorei azonosak, csupan a konkrét feladatok nehézsé-
ge kiilonbozo. Példaul a 9-10. osztalyosok grafokkal kapcsolatos algoritmusaiban a legbonyolultabb egy egy-
szerl grafbejaras. Az egyszerlibb grafos feladataik a grafok elemzésével megoldhatok (pl. egy pontnak hany
bemend éle van, hany kimend éle van, elagazasmentes lancok felfedezése a grafban, ...). A 11-12. osztalyo-
soknal ezzel szemben mar a legegyszeriibb feladatnal is sziikség van grafbejarasra, minimalis koltségl feszito-
fa eldallitasara, ... A valogatoversenyen pedig ugyanezen feladattipusok esetén sokkal fontosabb a hatékony
megoldas, a megfelel6 adatstruktara valasztasa, ...

Vannak ezen kiviil specialis versenyek, ahol a feladattipusok is eltérhetnek a fentiekt6l.

3. 1ZSAK IMRE GYULA MATEMATIKA-FIZIKA-SZAMITASTECHNIKA VERSENY

Ezen a versenyen mind a harom tantargy a sajat feladatain tal olyan feladatokat is ad, amelyek a masik
tantargyhoz kapcsolodnak. Igy szerepelt példaul olyan fizikai feladat, amelyben a fizikai tudas alapjan kellett
meghatarozni egy CD maximalis lehetséges kapacitasat.

Az informatikai feladatok egy része a fizikdhoz, mas része a matematikahoz kapcsolodik. Ilyen példaul a
kovetkezd feladat:

Miiszaki Szemle o 43 47



Egy gombot ugy tudunk a sikban dbrazolni, hogy a felénk fordulo ré-

szét fényesebbre festjiik, mint a kevésbé felénk fordulokat. A fényesség a
fény beesési szogének koszinuszaval aranyos. A fényesseget ugy allitjuk
be, hogy a legfényesebb helyeken nagyon siiriin tesziink a sotét hatterre
feheér pontokat, s minél kisebb a fényesség, annal ritkabban. Ha a gémbét
a nézépontbol egy parhuzamos fény-nyalabbal vilagitjuk meg, akkor a
Jjobboldali abran lathato képet kapjuk.

Ha a fény-nyaldabot a nézéponthoz képest az y-tengely koriil 60 fokkal elforgatjuk jobbra, akkor a baloldali ab-
ran lathato képet kapjuk.

Készits programot, amely beolvassa a fény-nyalab és a nézopont daltal bezart szoget, majd kirajzolja a megvi-
lagitott gombét ugy, hogy a hatarvonalat piros kérrel rajzolja!

4. INFORMATIKAI SZAKKOZEPISKOLASOK SZAKMAI TANULMANYI VERSENYE

Ezen a versenyen a tobbiektdl hatarozottan eltérd feladatok fordulnak eld. Ezek jellege erdsen gya-
korlati, viszonylag egyszer(i algoritmusokat kell hasznalni egy-egy komplex feladat megoldasaban. Itt ezért
fontosabb a feladatok jo felbontasa részfeladatokra, majd a részfeladatok megoldasainak helyes 6sszeépitése.

A kovetkezd feladat tulajdonképpen nagyon hasonlit a didkolimpidk interaktiv feladataira. Egy a-
datsorozaton kell egy adott ablakot cstsztatni, mikozben a csusztatds szabalyait a menet kdzben barmikor
érkezd miiveletek modosithatjak. Ezen a versenyen kézi értékelés volt, a képernyén megjelend tartalom alap-
jan. Az automatikus értékelés a kimenet célszerii megfogalmazasaval kicsit nehezen, de megoldhato.

Készits programot egy N vaganyt tartalmazo vasutallomas elektronikus informacios tablajanak kezelésére! Az in-
Jformacios tablan jelenjen meg az allomas neve, az aktualis ido, valamint N sorban az indulo és érkezé vonatok adatai
ketféle valtozatban:

o az allomasrol indulo vagy oda érkezo kovetkezé N db vonat indulasi, illetve érkezési ido6 szerint sorbarendezve, ko-
zottiik azonban csak olyanok szerepelhetnek, amelyek ideje legfeljebb X oraval nagyobb az aktualis idopontnal,

e az N vaganyon, vaganyonkénti sorrendben a kovetkezé indulo vagy érkezé vonat, de itt is csak olyanok sze-
repelhetnek, amelyek ideje legfeljebb X oraval nagyobb az aktualis idépontnal.

A kétféle megjelenités kozott a program felhasznaloja valaszthat tetszéleges idopontban.

A tabla kezeléséhez sziikséges adatokat a vasutvonal teljes menetrendjét tartalmazo allomanyban taroljuk.

Barmikor érkezhet az adott idépont utan érkezé vonatokra vonatkozo iizenet — lehetséges, hogy a menetrendhez
képest késnek. Az allomasfonok barmikor megvaltoztathatia a vonatok indulasi idejét, illetve érkezésiiket megelozden a
hozzajuk rendelt vaganysorszamot.

Készits programot az informdacios tabla kezelésére!

5. OSSZEFOGLALAS

Reméljiik, a példakkal sikeriilt igazolni az informatikai versenyek lehetséges sokszintiségét. Ugy gon-
doljuk, hogy szerepe lehet mind a szamitogép nélkiili, algoritmusokrol szo6ld versenyeknek, verseny-
forduloknak, mind pedig a szamitogépet hasznalo versenyeknek.

Mindkét fajta versenynek vannak olyan részei, amelyekhez sziikséges tudassal minden tanulénak ren-
delkezni kell. Az orszagos versenyek elsd, illetve részben a masodik fordulojaban ilyen tudast célszerli mérni.

A legtehetségesebbek szamara a verseny mar az informatikus palyara vald el6késziileteket jelenti, igy
nekik mar a didkolimpiai feladatokhoz hasonlokkal kell talalkozniuk.

Fontosnak tartjuk az informatikai ismeretek bdvitésében is a fokozatossagot, s ezt a példainkkal i-
gazoltuk.

KONYVESZET

http://tehetseg.inf.elte.hu/ — a magyarorszagi informatika versenyek kiinduld honlapja.
http://www.math.bas.bg/bcmi/ — Bulgarian Competitions in Mathematics and Informatics.
http://www.ksp.sk/ — Slovak National Olympiad in Programming.
http://www.bwinf.de/ — a németorszagi informatika versenyek kiindul6 honlapja.
http://olympiads.win.tue.nl/ioi/index.html — International Olympiad in Informatics.
http://ceoi.inf.elte.hu — Central-European Olympiad in Informatics.
http://www.math.bas.bg/bcmi/noi85.html — First Bulgarian National Olympiad, problems.
http://olympiads.win.tue.nl/ioi/ioi95/contest/print. html — 10195 szamitogép nélkiili feladat.
http://ims.mii.lt/olimp/? lang=en&sk=pasirengimas&id=0610 — Lithuanian Olympiad in Informatics, tasks.
1 http://’www.hsin.hr/2005/ — Croatian Highschool Competitions in Informatics, 2005.
1 http://’www.amt.edu.au/aicsample. html — Australian Informatics Competition: Sample Questions, 2005.
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